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TẬP 2 

n Vơi Học sinh cuồn sách náy cung cấp ìììội hộ giáo trình hoàn 

chính vé mặt hiên thức, dè đọc, (lồ hiếu. 

□ Với Thầy, Cỏ và Phụ huynh cuốn sách này cung cấp một hộ 
giáo án hoàn chính vé mặt kiến thức ưa có tính sư phạm đế 
giảng dạy co bản và nâng cao theo tư tưởỉìg đối mới phương 
pháp dạy học 


NHÀ XUẤT BẢN ĐẠI HỌC QUỐC GIA HẢ NỘI 



GIỚI THIỆU CHUNG 

Xin trân trọng giới thiệu tới các Thầy, Cô giáo, các Phụ huynh, củng toàn 
thể các Em học sinh hộ sách: 

RÈN LUYỆN KỸ NĂNG GIẢI TOÁN T1KS 

do Thạc sĩ Toán học Lê Hồng Đức chủ biên. 

Bộ tủi liệu gồm 9 cuốn : 

Cuốn 1: Toán 6 - Tập 1 
Cuốn 2: Toán 6 ~ Tập 2 
Cuốn 3: Toán 7 - Tập 1 
Cuốn 4: Toán 7 - Tập 2 
Cuốn 5: Toán 8 - Tập 1 
Cuốn 6: Toán 8 - Tập 2 
Cuốn 7: Toán 9 - Tập 1 
Cuốn 8: Toán 9 - Tập 2 

Bộ sách dược viết theo chương trình sách giáo khoa mới của Bộ Giảo dục và 
Đào tạo dựa trên một tư tưởng hoàn toàn mới mẻ, có tính sư phạm, có tính tổng 
hợp cao, tận dụng dược dẩy dủ thế mạnh của các phương pháp giải Toán THCS. 

Mục tiêu của bộ sách: 

1. Cung cấp cho các Thầy, Cô giáo, các Phụ huynh một bộ giáo án có chất 
lượng vé mặt sư phạm và chứa dựng đáy dù kiến thức cơ bản cũng như 
chuyên sâu. dể sau khi tham kháo có thể chuyên dổi ngay thành giáo án 
mang di giáng dạy cho học sinh của mình. 

2. • Cung cấp cho các em học sinh THCS yêu thích môn Toán một bộ sách 

tự học tập dẻ hiểu và bổ ích. Nỏ chắc chấn sè trở thành người bạn dóng 
hành dê giúp các Em chủ dộng hơn trong việc học Toán theo chương 
trình sách giáo khoa và mở mang kiến thức Toán TtìCS của bàn ĩ hân. 

Các cuốn Toán 6, Toán 7, Toán 8, Toán 9 đều có chung một cấu trúc, bao 
gồm hai phần: 

Phấn I - Đại số 
Phần II - Hình học 

Mồi phần chứa dựng các chương (chương I, chương //, ...). Ớ mồi chương 
chứa dựng các chủ dề (chủ dê ì, chủ dể 2. ...) theo nội dung của sách giáo 
khoa. 



Mỗi chả dế đều được chia ĩ hành 5 mục: 

I. Kiến thức cơ bản 

Trình bày có trật tự nội dung kiến thức liên quan (trong háu hết các 
trường hợp chúng dược bắt dầu bằng phương pháp đặt vấn dế) cùng 
với những thí dụ minh họa ngay sau dó. 

II. Các ví dụ minh hoa 

Gồm các ví dụ dược tuyển chọn có chọn lọc nhằm giúp hoàn thiện 
kiến thức cơ bản vù nâng cao kỹ nàng giải Toán. 

III. Câu hỏi ôn tập lý thuyết 

IV. Bài tập đế nghi 

V. Hướng dẩn - Đáp số 

Như vậy, ở mỏi chủ dê: 

ỉ. Với việc trình bày kiến thức cơ bàn theo kiêu dặt vấn dê, cũng như thí dụ 
minh họa ngay sau đó, sè giúp tăng chất lượng bài giảng cho các Thầy, cỏ 
giáo. Và với các em học sinh sẽ thấy dề hiểu kiến thức mới dê rồi biết cách 
trình bày bài. Điếu này phù lụrp với xu hướng giáo dục mới trong công cuộc 
cải cách phương pháp dạy vù học theo hướng 'Lấy học trò làm trung tám " 

2. Tiếp dó, tới các ví dụ minh hoạ có chọn lọc, sè giúp các Thầy, Cô giáo 
dần dắt các em học sinh hoàn thiện kiên thức. 

3. Dặc biệt lả nội dung của cúc chú ý, nhận xét và yêu cấu sau mồi kiến thức 
cùng với một vài thí dụ và vị dụ sè giúp các Tháy, cỏ giáo củng cố những 
hiểu biết chưa thật thâu đáo cho các em học sinh, cùng với cách nhìn nhận 
văn dế dặt ra cho các em học sinh, để trả lời một cách thoà dáng cáu hói " 
Tại sao lại nghĩ và làm như vậy ? ". 

4. Ngoài ra, còn có rất nhiều bài toán dược giải bằng nhiều cách khác 
nhau sè giúp các học sinh trở nên linh hoạt trong việc lựa chọn phương 
pháp giải. 

Chúng tôi cũng xin trán trọng cảm ơn các bạn dồng nghiệp đã nhận lời dọc bàn 
thào, nhận lời tới dự giờ trong các tiết giảng thử của chúng tỏi theo giáo trình này ở 
trên các lớp 6,7, 8, 9 tại một so trường THCS của Hà Nội vả từ dó dóng góp 
những nhận xét quý báu dể giúp chúng tỏi tới ngày hôm nay hoàn thiện được bộ 
sách này. 

Cuối cùng, cho dù dã rất co gắng, nhưng thật khó tránh khỏi nhữtig thiếu sót 
bởi những hiểu biết và kinh nghiệm còn hạn chế, rất mong nhận được những ý 
kiến dóng góp quỷ báu của bạn dọc gần xa. 
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CHƯƠNG I - 


PHƯƠNG TRÌNH 
BẬC NHẤT MỘT ẨN 


Chương này, bao gồm: 

1. Mà đẩu vể phương trình 

2. Phương trình bậc nhất một ẩn 

3. Phương trinh chứa ẩn ở mẫu 

4. Phương trình tích 

5. Phương trinh cú hệ số chữ (phương trình chứa tham số) 

6. Giải bàl toán bẳng cách lập phương ừỉnh 
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MỎ BẨU VỀ PHIÍƠNG TRÌNH 

I. KIẾN THỨC Cơ BAN 

1. PHƯƠNG TRÌNH MỘT Ẩn 
T hí du 1: Ta gọi các hệ thức: 

■ 2x + 3 = X - 2 là một phương trình với ấn số X. 

■ 3y - 2 = y là một phương trình với ẩn số y. 

từ đó ta có được định nghĩa về phương trình một ẩn: 

Một phương trình với ẩn X có dạng: A(x) = Bịx) 

trong dó vẻ trái A(x) và vê phải Bịx) lừ hai biểu thức của cùng một hiến X. 

1. Hệ thức X = m (với m ỉà một số nào đó) cũng là một phương trình. 
•‘1 Phương trình này chi rõ rằng m là nghiệm duy nhất cùa nó. 

•, 2. Một phương trình có thc có một nghiêm, hai nghiệm.nhưng cũng có 

thể không có nghiệm nào hoặc có vô sô nghiệm. Phương trình không có 

. ’' nghiệm nào dược gọi là phương trình vô nghiệm. 

ỉtằ ■-_ 1 _ 

Thí du 2: Ta nhận thấy: 

1. Phương trình: X - 3 = 5 có một nghiệm X = 8. 

2. Phương trình: (x - 1 )(x + 2) = 0 có hai nghiệm X = 1 và X = -2. 

3. Phương trình: x(x - 2) = X - 2x có vô sô nghiệm. 

4. Phương trình: X 2 + 8 = 0 vô nghiệm. 

2. GIẢI PHƯƠNG TRÌNH 

Tập hợp tất cả các nghiệm của một phương trình được gọi là tập nghiệm 
cùa phương trình đó và thường dược kí hiệu bởi s. 

Thí du 3ĩ Tim tập hợp nghiệm của các phương trình sau: 

a. X + 3 = 5. b. 1x1= 1. 

Giải 

a. Ta có: X + 3 = 5 <=> X = 5 - 3 = 2. 

Vậy, ta dược s = Ị2|. 

b. Ta có: 1x1=1 o X = 1 hoặc X = - 1. 

Vây, ta dược s = 11, - 1 Ị. 
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Khi bài toán yêu cầu giíỉi một phương f rin li, ta phải tìm tất cả cúc nghiện 
(hay tìm tập nghiệm ) của phương trinh đó. 

Thí du 4: Giải phương trình: X 2 -4 = 5. 

Giãi 

Ta có thể lựa chọn môt trong hai cách trình bày sau: 

Cách /: Biến đối phương trình như sau: 

X 2 - 4 = 5 o x : = 9 <=> X = 3 hoặc X = -3. 

Vậy, phương trinh có hai nghiệm X = 3 hoặc X = -3. 

Ưhủ v : Qua lời giải trên ta nhận thấy phương trinh : X 2 = a. với a > 0 <=> X = ± a. 
Cách 2: Biến đổi phương trình như sau: X 2 - 4 = 5 o> X 2 -9 = 0 
<^> (x - 3)(x + 3) = 0 <=> X = 3 hoặc X = -3. 

Vậy, phương trình có hai nghiệm X = 3 hoặc X = -3. 

Ch£|Ị Qua lời giải trên ta nhận thấy phương trình : 

Y t „ |"a = o^Ị 

A.B = 0 <=> A = 0 hoặc B = 0 hoặc biết 

• B = 0 


3. PHƯƠNG TRÌNH TƯƠNG ĐƯƠNG 

Hai phương trình, có cùng một tập nghiệm là hai phương trình tương 
dương. 


Thí du 5: Hai phương trình sau có tương đương không ? Vì sao ? 
X - 2 = 0, (1) 


X + 1 = 3. 


Giải 


Giải phương trình (1), ta được: X = 2 => S| = 1 ỉ ị. 

Giải phương trình (2), ta được: X = 2 => s 2 = (21 . 

Vậy, ta tháy S| = do đó hai phương trình dà cho tương dương với nhau. 

hản xét : 1. Như vậy, để xét tính tương đương của hai phương trinh đã cho, 

trong lời giải trên chúng ta di giải từng phương trình rồi thực 
♦ hiện phép so sánh hai tập nghiệm, và ờ đây vì Sị = s, chung ta 
kết luận " Hai phương trình tương dương ". 
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2. Nếu S| = Sp = 0 thì hai phương trinh cũng tương đương, do dó " 
Hai phương n inh vơ nghiêm cũng tương (lương với nhau 

Thí du 6: Hai phương trình sau có tương dương không ? Vì sao ? 

X + 1 = 2. (ỉ) 

X 2 - 8x + 15 = 0. (2) • 

Giúi 

Ta có thể lựa chọn một trong hai cách sau: 

Cách /: Giải phương trinh (1). ta dược: X = I => s, = I 1 }. 

Giải phương trình (2), ta dược: x' - 8x + 15 = 0-0 (X 2 - 8x + 16) - 1 = 0 

o (X - 4) 2 - 1 = 0ọ(x-4 - 1 )(x - 4 + 1) = 0 

<=> (X - 5)(x - 3) = 0 < > X = 5 hoặc X = 3 => S 2 = (5, 31 

Vây, ta thấy Sị t- S 2 do dó hai phương trình khổng tương dương. 

Cách 2: Giải phương trình (1), ta dược: X = 1 => S| =' 1 -1 |. 

Thay X = 1 vào phương trình (2), ta dược: i 2 - 8.1 + 15 = 0 o 8 = 0, mâu thuẫn 
tức là. X = 1 không phai là nghiệm cùa (2). 

Vậy. hai phương trình không tương dương. 

Nhàn xét : 1. Như vậy, dể xét tính tương dương của hai phương trình dã cho, 

trong lời giai trên chúng ta di giai phương trình (1) rói nhận xét 
ràng X = 1 không phái là nghiệm của (2) từ dó kết luận " Hai 
phương trình tương (lương Sỡ dĩ chủng ta lựa chọn hướng làm 
như vậy là bời việc giãi phương trinh (2) là khó khàn. 

2. Như vạy, dể chứng tỏ hai phương trình không tương dương, ta 
có thó lựa chọn một trong hai cách: 

Cách I: Tìm tập hợp nghiệm cua mỗi phương trình, rồi đưa 
ra nhận xét về hai tập hợp này. 

Cách 2: Chi ra một giá trị của ẩn là nghiệm của phương trình này 
nhưng không là nghiệm cua phương trình kia. 

II. CÁC VÍ DỤ MINHHOẠ 

Ví du I: Tim tập hợp nghiệm cùa các phương trình sau: 
a. (X - 2)(X + 2) = X 2 - 4. b. — — = 0 . 

X -1 

c. Ixl=-i. d. 2x + 2 = 2x + 3. 

2 
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Gi ái 

a. Biến đổi tương đương phương trình về dạng: 

(x - 2)(x + 2) = X 2 - 4 o X 2 - 4 = X 2 - 4, luôn đúng với mọi X. 

Vậy, phương trình có tập hợp nghiệm s = R. 

b. Nhận xét rằng: VT * 0, với mọi X * 1 do dó phương trình vô nghiệm. 

Vậy, phương trình có tập hợp nghiệm s = 0. 

c. Nhận xét ràng: VT = Ixl > 0, với mọi X. 

VP = - -. luôn âm. do đó phương trình vồ nghiệm. 

2 

Vậy, phương trình có tập hợp nghiệm s = 0. 

d. Nhặn xét rằng: VT = 2x + 2 < 2x + 3 = VP, do đó phương trình vô nghiệm. 

Vậy, phương trình có tập hợp nghiệm s = 0. 

Qua ví dụ trên, chúng ta nhận thấy: 

1. ở câu a), bằng việc đánh giá được VT = VP với mọi X, chúng 
ta dã đưa ra kết luận " Phương trình có rập hợp nghiệm s = R 

Tuy nhiên, trong nhiều trường hợp cho dù có được VT = VP 
nhưng lại không thể kết luận được như vậy, thí dụ: 

x + 1 = _J_ 

x 2 -l x-1 

Ta cũng có: VT = 4±I =- iii - = _L_ = VP 

x 2 -l (x + lXx-1) x-i 

và trong trường hợp này ta lại kết luận " Phương trình cố tập 
hợp nghiệm s = R\|- 1, 11 "Các em học sinh hãy thừ lí giải vì 
sao ? 

2. ở câu b), bằng việc đánh ziá được VT * 0 với mọi X * 1, 
chúng ta đã dưa ra kết luận " Phương trình có tập hợp nghiệm 

s = 0 

3. ở câu c), bằng việc đánh giá được VT > 0 và VP < 0 với mọi 
X, chúng ta đã đưa ra kết luận " Phương trình có tập hợp 
nghiệm s = 0 

4. ở câu d), bằng việc đánh giá được VT < VP với mọi X, chúng 
ta đã đưa ra kết luận " Phương trình có tập hợp nghiệm 

s = 0 ". 

Cả 4 câu a), b), c), d) đã cho chúng ta làm quen được với việc " sử 
dụng phương pháp đánh giá để giải phương trình 
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Ví du 2: Tìm tập nghiệm ciìa phiíơng trình: \fx + n/-x = x+ 1. 

Giải 

Nhận xét rằng: 

■ Với X = 0 thì VT = 0 còn vp = 8., io đó X = 0 không là nghiệm. 

■ Với X < 0 thì \fx không xác định. 

■ Với X > 0 thì y/--\ không xác định. 

Vậy, phương trình có tập hợp nghiệm s = 0. 

Nhản xét : Lời giải cùa ví dụ trên được trình bày theo kiểu loại dán. Tuy 

nhiên, các em học sinh hản sẽ thác mắc "Tụi sao lại biết cách 
thực hiện như vậy?". Câu trà lời được lấy ra từ thuật toán 
chung kỉú thực hiện công việc giải phương trình, bao gổm các 
bước: 

Bước ỉ: Đặt điều kiện có nghĩa cho các biểu thức trong 
phương trình. 

Bước 2: Giải phương trình. 

Và ở đây, khi thực hiện bước 1, ta cần có diều kiện: 

X > 0 và - X > 0 <=> x = 0. 

Từ đó việc giải phương trình trong bước 2 chi cần thử với 

X = 0. 

Ví du 3: Chứng minh rằng phương trình X + Ixl = 0 nghiêm đúng với mọi X < 0. 
Giải 

Nhận xét rằng, *với X < 0 ta luổn có: Ixl = -X do đó: X + Ixl = X - X = 0. 

Vậy, phương trình đà cho nghiệm đúng với mọi x < 0. 

Ví du 4: c nứng tỏ rằng phương trình mx - 3 = 2m - X - 1 luôn nhận X = 2 làm 
nghiệm, dù m lấy bất cứ giá trị nào. 

Giải 

Với X = 2, ta được: VT = m.2 - 3 = 2m - 3, 

VP = 2m - 2 - 1 = 2m - 3, 

suy ra: VT = VP. 

Vậy, phương trình luôn nhận X = 2 làm nghiệm, dù m lấy bất cứ giá trị nào. 


II 



Ví du 5: Cho phương trình: (nr - 3m + 2)x 2 = m - 1, với m là tham số. 
Chứng minh răng: 

a. Với m = 1. phương trình nghiệm đúng với mọi X. 

b. Với m = 2, phương trình vô nghiệm. 

c. Với m = 0, phương trình vô nghiệm. 

d. Với m = 3, phương trình nhận X = 1 và X = 7 1 làm nghiệm. 

Giời 

a. ■ Với m = 1, phương trình có dạng: (l 2 - 3.1 + 2)x 2 = 1 - 1 <=> Ox = 0 

do đó, phương trình nghiệm dứng vói mọi X. 

b. Với m = 2. phương trình có dạng: (2 2 - 3.2 + 2)x 2 ='2 - 1 o Ox = 1 
do dó, phương trình vô nghiệm. 

c. Với m = 0, phương trình có dạng: (0 2 - 3.0 + 2)x 2 = 0 ~ 1 <=> 2x 2 = --1 
Nhận xét ràng: VT > 0 

VP = -1<0 
nên phượng trình vô nghiệm. 

d. Với m = 3, phương trình có dạng: 

(3 2 - 3.3 + 2)x 2 = 3- lọ 2x 2 = 2oX 2 =ló>x = ±l 
do đó, phương trình nhận X = I và X = -1 làm nghiệm. 

Ví du 6: Cho hai phương trình: X 2 ~ 3x + 2 = 0, (1) 

2x 2 - 5x + 3 = 0. (2) 

a. Chứng minh rằng hai phương trình có nghiệm chưng X = ỉ. 

b. Chúng minh nuig X = 2 là nghiệm của (1) nhimg không là nghiệm của (2). 


c. 


Chúng minh rằng 



là nghiệm của (2) nhung không là nghiệm của (ỉ). 


d. Hai phương trình dã cho có tương dương với nhau hay không ? Vì sao ? 
Giúi 

a. Với X = 1, ta dược: 1" — 3.1 +2 = 0, do đó X = 1 là nghiệm cùa (1). 
2.1 2 - 5.1 + 3 = 0, do dó X = 1 là nghiệm của (2). 

Vậy, hai phương trình có nghiệm chung X = 1 . 

b. Với X = 2, ta được: 2 2 - 3.2 + 2 = 0, do dó X = 2 là nghiệm của (1). 
2.2 2 - 5.2 + 3 = I, do dó X = 2 không là nghiệm của (2). 

Vậy. X = 2 là nghiệm của (1) nhưng không là nghiệm của (2). 
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c. Thực hiện tương ĩ ự cân h). 

đ. Ta có ngay kết luận hai phương trinh không tương dương VI " V 
cua (I) nhưng không lủ /liỉluạn cun (2) 

Vỉ du 7: Chứng tỏ rang cập phương trinh sau la tương dương: 


2 lủ nghiệm 


- = 0 . 

2x + 3 

2x - 3 = 0. • 


( 1 ) 

( 2 ) 


Giải 


Nghiệm của phương trình (1) la các giá trị cua X thoa mãn 
4x“ -9 = 0 f(2X + 3X2X — 3> = 0 


CO 


2x + 3 * 0 


2x+3*ổ 


co 2x 3 = 0 


đó chính là phương trình (2). 

Vậy, hai phương trình dã cho tương dương. 

Ví du 8: Cặp phương trình sau cỏ tương (lương không ? Vì sao ? 

T, 

X 

X’ — X. (2) 

Giãi 

Nhận xét ráng X = 0 la nghiệm cua phương trình (2) nhưng không là nghiệm 
cua phương trình (1). 

Vậy, hai phương trinh da cho khỏng tương dương. 

III- CÂU HOI ỎN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hùi I: Nêu định nghĩa phương trình án X. 

Câu hòi 2: Nêu định nghĩa tập nghiệm cùa phương trình. 

Câu hôi 3: Thê nào là việc giài một phương trình. 

Cảu hỏi 4: Cho ví dụ phương trình có một nghiệm, có hai nghiệm, có vô số 
nghiệm, vo nghiệm. 

Càu hỏi 5: Định nghĩa hai phương trình tương dương. 

Càu hỏi 6: Cho ví du vồ hai phương trình tương dương và hai phương trình không 
: ■ tương dương. 

Câu hỏi 7: 1 lai phương trình vô nghiệm có tương dương với nhau không? Vì sao ? 
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IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài ỉập 1. Cho phương trình: X 2 -4 = 0. 

Cho biết các khảng định sau là đúng hay sai ? 

a. 2 là nghiệm cùa phương trình. 

b. (21 là tập hợp nghiệm cùa phương trình. 

Bài tập 2. Cho phương trình: X 2 = 2x. 

a. 0 là nghiệm của phương trình. 

b. {01 là tập hợp nghiệm cùa phương trình. 

Bài tập 3. Tun nghiệm của các phương trình sau: 


a. 

2x -1=2. 

X - 

b. 

d 

II 

'+ 

1 

X 

X 

e. - 

x-1 

c. 

X 

II 

f. 1x1 = 

d. 

2(x - 3) = 2x - 6. 



Bài tập 4. Tìm tập nghiệm cùa phương trình: \Ỉ2x + >/-x = 1. 

Bài tập 5. Chứng minh ràng phương trình X - Ixl = 0 nghiệm đúng với mọi X > 0. 

Bài tập 6. Chứng tỏ ràng phương trinh 2mx - 1 = 2m + X - 2 luôn nhặn X = 1 làm 
nghiệm, dù m lấy bất cứ giá trị nào. 

Bài tập 7. Cho phương trình: (m 2 - 5m + 6)x 2 - m - 2, với m là tham số. 

Chứng minh rãng: 

a. Với m = 2, phương trình nghiệm đúng với mọi X. 

b. Với m = 3, phương trình vô nghiệm. 

c. Với m = 0, phương trình vô nghiệm. 

d. Với m = 4, phương trình nhận X = 1 và X = -1 làm nghiệm. 

Bài tập 8. Cho hai phương trình: X 2 - 4x + 3 = 0. ( 1 ) 

3x 2 - 5x + 2 = 0. (2) 

a. Chứng minh rằng hai phương trình có nghiệm chung X = 1. 

b. Chímg minh rằng X = 3 là nghiệm cùa (1) nhưng không là nghiệm của (2). 

2 

c. Chúng minh rang X = -ị là nghiệm của (2) nhung khổng là nghiêm cua (1). 

d. Hai phuơng trình dà cho có tương dương với nhau hay không ? Vì sao ? 

Bài tập 9. , Các cặp phương trình sau có tương dương không ? Vì sao ? 

a. X - 2 = 2 và 2x - 1 = 7. b. X + 1 = 0 và X 2 - 1 = 0. 

d. 2x + 3 = 0 và 4x 2 + 12x + 9 = 0. d. I X I = 2 và X 2 = 4. 

e. 2x 2 +1=0 và X 2 + 1 = 0. 
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Bài tập ỈO. Hãy tìm giá trị cùa hằng số a biết ràng X = 1 là một nghiệm của 
phương trình: (3x - a)(x + 1) - ( X +2r = 1 . 

V. HƯỚNG DẨN - ĐÁP Sỏ 

Bài tập 1. 

a. "2 là nghiệm cùa phương trinh "là câu trả lời đúng, bởi khi thay 2 vào 
phương trình ta được: 2 2 - 4 = 0 <=> 4 - 4 - 0, luôn đúng. 

b. "Ị2} là tập hợp nghiệm của phương trình " là câu trả lời đúng, bởi ngoài 2 ra 
phương trình còn có nghiệm X = -2. 

Nếu với yêu cầu " sửa lạicho dung "thì ta viết '72, -2} là tập hợp nghiệm 
cùa phương trình 

Bài tập 2. Học sinh tự làm - Tham khảo bài tập 1 . 

Bài tập 3. 

3 d. Mọi X. 

a. X = — . 

2 e. Mọi X * 1 . 

h. X = 0, X = 4. f. Mọi X < 0. 

c. X = ± 4. 

Bài tập 4. s = 0. 

Bài tập 5. Nhận xét ràng, với X > 0 ta luôn có: Ix! = X do dó: X - Ixl = X - X = 0. 

Vậy, phương trinh đã cho nghiệm đúng với mọi X > 0. 

Bài tập 6. Tham khảo ví dụ 4. 

Bài tập 7. Tham khảo ví dụ 5. 

Bài tập 8. Tham khảo ví (Ịụ 6. 

Bài tập 9. 

a. Nhận thấy rằng: 

■ Phương trình X - 2 = 2 có tập nghiệm s, = 141 . 

■ Phương trình 2x - 1 = 7 có tập nghiệm s 2 = 14 Ị . 

Vậy, hai phương trình tương dương. 

b. Nhận thấy rằng: 

■ X = 1 là nghiệm của phương trình X 2 - 1 = 0. 

■ X = 1 không là nghiệm của phương trình X + 1 = 0. 

Vậy, hai phương trình không tương đương. 

c. Nhận thấy rằng phương trình : 

4x 2 + 12x + 9 = 0 o (2x + 3) 2 = 0o2x + 3 = 0 
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dó chính là phương trình còn lại. Vậy. hai phương trình tương dương. 
cj. Nhận thấy ràng phương trình : Ixl = 2 o X 2 = 4 

'dó chính là phương trình còn lại. * 

Vậy, hai phương trình tương đương, 
e. Nhận thấy rằng: 

■ Phương trình 2x 2 + i = 0 có tập nghiệm S| = (0|. 

■ Phương trình X 2 + 1 = 0 có tập nghiệm s : = 101 . 

Vậy. hai phương trình tương dương. 

Bài tập 10. Vì X = 1 là nghiệm của phương trình nên: 

(3.1 - a)( 1 + 1) - (1 + 2) 2 = 1 <=> 2(3 - a) - 3 2 = 1 <=> 6 - 2a - 9 = 1 <=> a = - 2. 
Vạy, vơi a = -2 thoả mãn điểu kiện dầu bài. 



PHƯƠNG TRỈN1I 
BẬC NHẤT MỘT Ẩn 


I. KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. HAI QUY TẮC BIỂN DÔI PHƯƠNG TRÌNH 

Với các dáng thức, ta có thế biến dổi: 
a + b = c < > a + b - c = 0 —> chuyên vẽ vù doi dấu 
2a + 4b = - 2 <=> 1 + 2b = -1 > chia cà hai vê cho 2 

và với các phương trình chúng ta cùng có dược những quy tác như vậy. cụ thê: 

1. (Quy tắc chuyển vè): Trong một phương trình, ta có thè chuyên một hạng tử I 
từ vỡ này sang vê kia và dôi dấu hạng tử dó. 

2. (Quy tấc nhản vói một so). Trong một phương trình, ta có thê nhàn (hoặc 
clua) cà hai vê voi cùng một sô khác 0. 

ThLdiỊ 1: Sử dụng hai quy tác biên dổi phương trinh dế giai các phương trình sau: 

a. X 2 + X = x ? . b. 2x = 1. c. 3x = X + 8. 

Giãi 

a. Sử dụng quy tắc chuyến vố, biên dổi phương trình về dạng: 

X 2 + X - X 2 = 0 X = 0. 

Vậy, phương trình có nghiệm X = 0. 
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b. Sứ dụng quy tác chia với một sỏ, hiên dổi phương trình vé dạng: X = ^ . 


Vậy, phương trình có nghiêm X = -. 

c. Sư dụng lán lượt các quy tác. biến dổi phương trinh về dạng: 
3 x - X = 8 CN 2 x = 8 o X = 4 . 


Vây, phương trình có nghiệm X = 4. 

Nhàn xét : Trong lòi giải các phương trình trên, chúng ta đà thừa nhận 

rằng kỏt quà " lừ một phương trình, dùngquv tắc chuyển vé 
/hi ỳ LỊUV tcìc nhân, tci luôn nhận dược một phương trình mới 
tươìig dương với phương trình dd cho". 

2. ĐỊNH NGHĨA PHI ONG TRÌNH BẬC NHÀ r MỘT Ẩn 
Định nghĩa: Phươiìg trinh: 

ax + b = 0, roi a vù h là hai sô dã cho vả a *(), 
dược gọi lủ phương trình bậc nhất một ẩn. 

Thí du 2 ị Tìm điều kiện của tham sô m dể phương trình sau là phương trình bâc 
nhất một ẩn: 

a. (ITT - 1 )x’ + mx + 1 = 0. b. mx + (m - 1 )y + 2 = 0. 

G i dì 


a. Đê phương trình: (nr - 1 )X‘ V rnx + 1=0 
là phương trình bậc nhát một án khi và chi khi: 


m 2 - 1 = 0 
m * 0 




m = ± 
m * 0 


CN m = tị. 


Vậy, với m = 1 hoặc m = -1 phương trình dã cho là phương trình bậc nhất 
một ấn X. 

b. Để phương trình: mx + (m - 1 )y + 2 = 0 

là phương trình bậc nhát một ấn có hai trường hợp: 

Trường hợp /: Nỏ là phương trình bậc nhất một ẩn X khi và chi khi: . 


m A 0 
m -1=0 


<-N < 


m * 0 
m = ỉ 


om = 1 . 


V ị A HA Ni \J ỉ 

THƯ VIỀN 


Lc / íbGỳ 
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Trưởng hợp 2: Nó là phương trình bậc nhất một ẩn y khi và chí khi: 



m = 0 [m = 0 

^ < o m = 0. 

m - 1 * 0 m * 1 


Kết luận: 

Với m = 1 phương trình đã cho là phương trình bậc nhất một ấn X. 
Với m = 0 phương trinh đà cho là phương trình bậc nhất một ấn y. 


Phương trình bậc nhất một ẩn được giải như sau: 

ax + b = 0 <=>ax - -b ox = —. 

a 


Vậy, phươtig trình bậc nhầ ax + b = 0 luôn có nghiệm duy ìiiìất X = . 

a 


•Ị Giải các phương trình sau: 


a. 5x - 3 = 0. 


b. 6 - 2x = 0. 


a. Biến đổì tương đương phương trình về dạng: 5x = 3 <=> X = “ . 

' * . ; 3 

Vậy, phương trình có nghiệm duy nhất X = -7 . 

5 

b. Biến đổi tương đương phương trình về dạng: -2x = -6 o X = 3. 
Vậy, phương trinh có nghiệm duy nhất X = 3. 

II. CÁC ví DỤ MINH HOẠ 


1 Giải các phương trình sau: 


a. 7x + 21 = 0. 
Giài 


b. 8 - 6x = 0. 


a. Biến dổi tương đương phương trình về dạng: 7x = -21 o X = -3. 
Vây, phương trình có nghiệm duy nhất X = -3. 

b. Biến đổi tương đương phương trình về dạng: -6x = -8 X = 


Vậy, phương ưình có nghiệm duy nhất X = ^. 

3 

du 2; Cho phương trình: (m 2 - l)x + 1 = m. 
Giải phương trình trong mỗi trường hợp sau: 


a. m = 1. 


b. m = -1. 


c. m = 0. 
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Giải 


a. Với m = 1, phương trình có dang: o.x +1 = 1 c> 1 = 1, luôn đúng với mọi X. 
Vậy, với m = 1 phương trình nhận mọi X làm nghiêm. 

b. Với m = -1, phương trinh có dạng: o.x + 1 = -1 <=> 1 = -1, mâu thuẫn. 
Vậy, với m = -1 phương trinh vô nghiệm. 

c. Với m = 0, phương trình có dạng: -X + 1 = 0 o -X = -1 <=> X = 1 . 

Vậy, với m = 0 phương trình có nghiệm duy nhất X = l. 

III. CÂU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hỏi 1: Phát biếu hai quy tắc biên dổi phương trình. 

Câu hỏi 2: Định nghĩa phương trình bậc nhất một ấn và cho ví dụ. 

Cáu hói 3: Nếu phương pháp giải phương trình bậc nhất một ẩn. 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHI 


Bài tập r. Tìm điều kiện của tham sô m dể phương trình sau là phương trình bậc 
nhất một ẩn: 

a. (m 2 - 4)x 2 + (m - 2)x + 3 = 0. b. (m--l)x + (m 2 - l)y + 4 = 0. 

Bàỉ tập 2. Giải các phương trình sau: 


a. 3x - 4 = 0. 

b. 2x + 13 = 0. 

Bài tập 3. Giải các phương trình sau: 

a. 2 x + 16 = 0 . 

b. 4x + 18 = 0. 


c. 3 - 7x = 0. 

d. 1 + 5x = 0. 

c. 9 - 6 x = 0. 

d. -16 - 8 x = 0 . 


Bài tập 4. Cho phương trình: (m 2 - 4)x - 2= m. 

Giải phương trình trong mỏi trường hợp sau: 
a. m = 2 . b. m =- 2 . c. m = l. 

V. HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ 


Bài tập 1. 

a. Để phương trình là phương trình bậc nhất một ẩn khi và chi khi: 

fm 2 - 4 = 0 fm = ±2 
ị <=> { o m = -2. 

m * 2 


m - 2 * 0 
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b. 


Vậv, với rn = - 2 phương trình đã cho là phương trình bậc nhất một án X. 
Đế phương trình là phương trình bậc nhất một ấn cổ hai trường hợp: 
Trường hợp /: Nó là phương trình bậc nhát một ẩn X khi và CỈ 1 I khi: 

m - 1 0 í m * 1 

< - • <=> \ o m = -1. 

m 2 - 1 =0 .[nì = ±1 

Trườn# hợp 2: Nó là phương trình bậc nhất một án y khi và chi khi: 


m - 1 = 0 m = 1 
* <~~> < 
m 2 - 1 [m * ± 1 


vỏ nghiệm. 




Vậy, với m 

Bài tập 2. 


phương trình dà cho là fftiương trình bậc nhất một ân X. 


a. X = — . 

3 


b. X = 


13 


c. X = 


d. X = - ~ . 

5 


Bài tập 3. 

a. X = 


= - 8 . 


3 


c. X = 


b. X = 


9 

■> 


d. X = —2. 


Bàỉ tâp 4. 

a. Vơi m = 2, phưctng trình có dạng: o.x - 2 = 2 o 0 = 4, máu thuần. 

Vậy, xới m = 2 phương trình vò nghiệm. 

b. Với m = -2, phưíTng trình có dạng: o.x - 2 = -2 o -2 = -2. luôn dung. 
Vậy, với m = 1 phương trình nhận mọi X làm nghiệm. 

c. Với m = 1. phương trình có dạng: (1 - 4)x - 2 = 1 <=> -3x = 3 <=> X = -1. 
Vậy, với m = ỉ phương trình có nghiệm duy nhất X = -1. 
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I1H0M. Iiùrai «wí\ M'<fc VỂ Ifcvw; 

• • 

ax + b = 0 hoặc ax = -b 


I. PHƯƠNG PHÁP 

Với những phương trình dưa được về dạng ax + h = 0 thông qua các phép biến đổi 
đại sô thông thường, thí dụ: 2x - 4 = X + 3 <-> 2x - x = 3 + 4ox = 7. 
phương pháp giai được minh hoa bơi các thí dụ sau: 

Thí dụ h Ciiải phương trinh: 4{ x - li 
Giúi 

Biến đối phương trình về dạng: 


X + 2) = 


X. 


4x - 4 - X 


1 - 


> Thực hiện phép tính di' bo dan ngoặc 
Chuyến các hạng ỉừ chứa an sang 17 . các 
hăng so sang \ p. 

> Thu gọn, ta nhận dược phinntg trinh dang 
a.\ = ~b 

> Sừ dung quy tắc chia dc nhận dược nghiêm 

cùa phitoug trình. 

Vậy, phương trình cỏ nghiệm duy nhát X = 2. 


<=> 4x - X + X = 2 + 4 

< > 3x = 6 
<=> X - 2 


Thí du 2: Giải phương trinh: 


5x f 2 
6 


- X = 


X + 2 
3 


Giãi 

Biên đổi phương trình về dạng: 
5x + 2 - 6x _ 6 - 2( X + 2 ) 

6 ’ 6 
<=>2-x. = 6“2x-4 


> Quy dòng /nàn sổ hai vế. 

> Nhân hai vế với 6 dớ khứ mầu. 


<=> -X + 2x = 6 - 4 - 2 

<=> X = 0. 


> Chuyên các hạng tứ chứa ân sang \ y. các 
hằng só sang \ p. 

—> Thu gọn. 

Vậy, phương trình có nghiệm duy nhất X = 0. 

Nlìân xét : 1. Nhu’ vậy dể giải những phương, trình đưa được vế dạng 
ax + b = 0 hoặc ax = -b, ta thực hiện theo các bước: 

Bước Ị: Băng việc sừ dung plìép toan bỏ dâu ngoặc hay quy 
đồng mẫu ... dể biến đổi phương trình ban dầu về 
dạng ax + b = 0 hoặc ax = -b. 

Bước 2: Giải phương trình nhận dược, từ đó kẽl luận. 

2. Tuy nhion, trong một sô trường hợp chúng ta cán linh 
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hoạt để nhận được những cách biến dổi đơn giản hơn, thí 
dụ: 

X + 1 X + ĩ X + 1 _ _ , , ... 1 , 1 , 1 . _ * 

-— + —7- + —— =0o x+1 7 + 7 + - =0 

2 3 6 2 3 6 7 

ox + l = 0ox = -l. 

Quá trình biến đổi phương trình có thể dẫn đến trường 
hợp dặc biệt là hệ số của ẩn bằng 0. Khi dó, phương trình 
có thể vô nghiệm hoặc nghiệm dủng với mọi X, thí dụ: 

■ Phương trinh: 

2x + l = 2x-lo2x-2x = -l-lo0 = -2 
=> Phương trình vỏ nghiệm. 

■ Phương trình: 

x + 2 = x + 2ox-x = 2- 2o0 = 0 
=> Phương trình nghiệm dúng với mọi X. 


II. CÁC VÍ DỤ MINH HOẠ 


_ _ _ . 5x — 1 2x + 3 X -8 X 

Vl du 1: Giải phương trình: ——* + ——— = --— . 

10 6 15 30 

Giải 

Phương trình tương đương với: 3(5x-l) + 5(2x + 3) = 2(x-8)-x 

o 15x - 3 + 1 Ox + 15 = 2x - 16 - X o 15x + 1 Ox - 2x + X = -16 + 3-15 

..... .o . . .. 28 7 

o 24x = -28 o X = -7-7 = --7. 

24 6 

7 

Vậy, phương trình có nghiêm (luy nhất X = - -. 

6 

Ví du 2: Giải Dhương trình: - — + = — — + ---■ —2 . 

^ - 3 4 5 6 

Giải 


^^_ 2 

Biến dổi phương trình vé (lạng: ——- + — 


2 X - 2 


5 


= 0 


<=> (x - 2 ) 


Ị 1_1_Ị 
3 + 4 5 6 


= 0 ox -2 = 0 ox = 2 . 


Vậy, phương trình có nghiệm duy nhất X = 3. 

Nhản xét : Trong lời giải trên, ta không máy móc quy dồng mẫu thức 

. hai vế rồi khử mẫu thức, bởi xuất phát từ nhận xét về nhân tử 
chung X - 2, diều này sè giúp giảm đáng kê dộ phức tạp 
[lu* trong lời giải. 

Ví du 3: Giải phương trình: (3x - 4)(2x + 1) - (6x + 5)(X - 3) = 3. (1) 
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Guỉi 

Đế tránh phải ghi lại nhiều lán. ta đi hiến đổi riêng VT: 

VT = 6x“ + 3x - 8x - 4 - 6 x : + 1 8 x - 5x 4 1 5 = 8 x 4 11. 

Khi dó, phương trình (1) có dạng: 8 x 4 11 = 3o8x = -8 ox = -l. 
Vậy, phương trình có nghiệmx = -1. 

III. CẦU HỎI ỔN TẬP LÝ THUYẾT 


Câu hỏi 1: Trình bày các hước dế giai phương trình dvva được vé dạng ax 4 b hoặc 
ax = -b. 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Giải các phương trình: 

a. 4x + 1 = 6 x - 13. c. 15- 8 x = 9 - 5x. 

b. 5 - 3x = 6 x + 7. d. 9 - 2x = X + 1. 


Bài tập 2. Giải các phương trình: 
a. 2(x - 2) + 3 = 1 - 2(x + 1). 

c. 3(x 4 l)(x - 1) - 5 = 3x : 4 2. 

d. x' + 2(x- 1 ) 2 — 2(X — 1 )(x 4 1) = X* 4 X - 4 - (x - 7). 

Bài tập 3. Cĩiai các phương trình: 

' 1 2x-fl' l-2x 

a. 2x - -7 = —7-—-— . 

2 4 8 

2X4-0,3 2x-l,5 = 2x-2,5 

c ' 2 3 ~ 12 

Bài tập 4. Giai các phương trinh: 


b. 2(x - 3) 4- 1 = 2(x 4 1) - 9. 


X - 1 X 4- 3 _ 2x 4 I 

a. = 8 4 — — 

12 6 15 


c. 


3x4-2 X x + 5 2x-3 


12 4 6 3 

Bài tập 5. Giải các phương trinh: 
X - 2 X - 1 x - 4 X - 3 


a. 


4- 


- + - 

5 6 


7 8 

V. HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ 
Bài tập 1. 


a. X = 7. 


b. X = - 


Bùi tập 2. 

a. Nhận mọi X làm nghiệm 
c. Nhàn mọi X làm nghiệm. 


. X 44 X X -4 2 

b. —--2x4-1 = — — ——— . 

3 2 3 

, X - 3 X - 3 X - 3 X - 3 

d. ——— 4 ——— = — 4- ——— 

13 14 15 16 


. X - 1 2x 4 1 X 4 2 

b. X 4- —— = 2 — 4- —— 

3 2 5 


d. ~{ 2 \ - 1)-4--(x- 3)= 1 - 7(3x4-2). 
2 4 6 


, X 4- 1 X 4- 2 X 4- 3 _ X 4- 4 
---4 = -—4 - 

15 14 13 14 


c. X = 2. 


b. Vô nghiệm, 
d. X = 1. 


.8 

d. X - - . 

3 
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Bài tập 3. 

a. Bàng cách quy đồng mầu số theo vế ta biến đối phương trình: 

— (4x - 1) = 4 (6x + 1 ) <=> 4(4x - 1 ) = 6x + 1 <=> lơx = 5 o> X = 7 . 
2 8 2 


Vậy. phương trình cỏ nghiệm X = ^ . 

b. Bàng cách quy đồng mầu số theo vế ta biến dổi phương trình: 

7 ( -5x + 7) = - (X - 4) <=> - lOx + 14 = X - 4o 11X = 18 <=> X = 77 
3 6 11 


Vậy, phương trình có nghiệm X = 


18 


c. X = 


103 

20 


d. Viết lại phương trình dưới dạng: 

( X I . . \ 


(X - 3) 


1 1 
13 14 15 


6 J 


= 0 <=> X -3 = 0 c> X = 3. 


Vậy. phương trình có nghiệm X = 3. 

Bài tập 4. 

a. Bàng cách quy dóng mẩu sò theo vê ta biến dổi phương trình: 

ị ị 449 

77 (7 + X) = 77 (121 + 2x) o 3x = -449 <=> X = ----- . 

12 15 3 

449 

Vậy, phương trình có nghiệm X = —— . 

b. Bàng cách quy dồng mầu sò theo vê ta biến dổi phương trình: 

7 (4x - 1) = -7- (19 - 8x) <=> 64X = 67 <=> X = 77 . 

3 * 10 64 

Vây, phương trình có nghiệm X = “7 . 

64 

c. Bang cách quy đổng mầu số theo vé ta biên đổi phương trình: 


10 


7 (3x - 11) <±> 10x = 3 o X = 

6 3 

10 


Vậy, phương trình có nghiệm X = - 

jS 

d. Bàng cách quy dồng mầu sô theo vè ta biến dối phương trình: 

5 . . 1 " -23 

7 (X - 1) = 7 (4 - 3x) <=> 21 X = 23 X = 77 . 

4 6 21 


Vậy. phương trình có nghiệm X 


23 

21 


Bài tập 5. 

a. X = 9. 


b. X = 


419 

14 
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PHƯƠNG TRÌNH TÍCH 


I. KIẾN THỨC Cơ BẢN 

Ta sư dụng kết qua: 

Ị ' 

A(x).B(x) = Oo 
Mở rộng : Với piiương trình: 



A(x).B(x) ... M(x) = ()<=> 


A(x) = 0 
B( X) = 0 

M(x) = 0 

Lây các nghiệm của các phương trình trên, ta được nghiệm cùa phương trình han 
dầu. 

Ị hí du 1: Cìiái các phương trình sau: 

a. (X - 1 )(3 - 2x) = 0. b. (5x - 3)(4x 4 - 1 )(x - 8)(x + 3) = 0 . 

Giài 


a. Phương trình tương dương với: 


X- I =0 

3 - 2x = 0 




X = 1 

3 • 

X = T 
2 


Vậy, phương trình có 2 nghiệm phân biệt là X = 1 . X = 
b. Phương .trình tương dương với: 


3 


5x - 3 = 0 
4x+l= 0 

X - 8 = 0 

X + 3 = 0 


<:> 


_ 3 
” 5 


x 4 

X = 8 

X = -3 


Vậy, phương trình có 4 nghiệm X = ~ , X - - , X = 8, X = -3. 

5 4 

Chú ý : Nhiều phương, trình ở dạng, han đần chua phai là một phương, 
trình tích, khi đó chung ta can sư đụng phương pháp phân tích đa 
thức thành nhấn tư để biên đổi phương trình về dạng tích. 
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b. 3x' = X 2 + 3x - l. 


u 2: Giải các phương trình sau: 

a. 2x(x + 1) = X 2 - 1. 

Jiái 

a. Ta có thể lựa chọn một trong hai cách trình bày sau: 

Cách ỉ : Biến đổi phương trình về dạng: 2x(x + 1) = (x - l )(x + 1) 
co 2x(x + 1) — (X — 1)(x + 1) = 0 co (X + 1 )(2x - X + ỉ) = 0 
co (x + 1 )(x + 1) = 0 <o X + 1 = 0ox = -ỉ, 

Vậy, phương trình có nghiệm duy nhát X = -1. 

Cách 2: Biến đói phương trình vé dạng: 2x : + 2x - X 2 + 1 = 0 
co X 2 + 2x + 1 = 0 co (x + Ị Ý = 0 co X + 1 = 0 co X = - 1. 

Vậy, phương trình có nghiệm duy nhất X = -1 . 

b. Biến dổi phương trinh về dạng: 3x' - X 2 - 3x + 1 = 0 
co x 2 (3x - 1) - (3x - 1) = 0 


co(3x- 1)( X 2 - l) = 0co 


3x -1=0 
X 2 -1 = 0 


co 


X = - 

3 

x = ± 1 


Vậy, phương trình có 3 nghiệm phan biệt là X = - l. X = 1, X = ^ 


Nhản xét: Như vậy, để giải những phương trình dưa được về dạng tích, ta 
thực hiện theo các bước: 

Bước ĩ: Bảng việc xác định nhân tứ chung (hoặc chuyên tát cả các 
hạng tu sang vế trái, lúc này vế phải hăng 0) ta đưa 
phương trình ban đầu về dạng tích. 

Bước 2. Giải phươiÌg trình rồi kết 1 uận. 

II. CÁC VÍ I)Ụ MINH HOẠ 


Ví du 1: Giải phương trình: 2x(x 2 + 2) = (X - 3)(x 2 + 2). ( 1 ) 

Giúi 


Ta có thể lựa chọn một trong hai cách trình bày sau: 

Cách ì\ Biến dổi phương trình về dạng: 2x(x 2 + 2) - (X - 3)(x 2 + 2) = 0 
co (x 2 + 2)(2x - X + 3) = 0 co (X 2 + 2)(x + 3) = 0 


co 


X 2 +2 = 0 


co X = -3. 


X + 3 = 0 


Vậy, phương trinh có nghiệm duy nhất X = -3. 
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Cách 2: Biên đổi phương trình về (lạng: 2x' + 4x = x' + 2x - 3x 2 - 6 

co 2x' + 4x - X' ~ 2x + 3x 2 + 6 = 0 co X ' + 3x 2 + 2x + 6 = 0 

co (x' + 3x 2 ) + (2x + 6) = 0 co x : (x + 3) + 2(x + 3) = 0 co (X + 3)( X 2 + 2) = 0 


co 


x : +2 = 0 
X + 3 = 0 


co X = 


3. 


Vậy, phương trình có nghiệm duy nhất X = -3. 

Cách 3: Vì X 2 + 2 > 0 nên chia cả hai vế cửa phương trình (1) cho 
X 2 + 2 > 0, ta dược: 2x = X - 3 co 2x - X = -3 co X = -3. 

Vậy, phương trình có nghiệm duy nhất X = -3. 

Nhàn xét : Như vạy, đê giài phương trình đã cho chúng ta đã chỉ ra được ba 
cách trình bày, cụ thể: 

Cách 1: Biến đôi phương trình về dạng tích bàng cách đặt 
nhân tư chung. 

Ciích 2: Biến đỏi phương trinh về dạng tích bằng cách 
chuyển vế. 

Cách 3: sử dụng quy tắc chia cả hai vê của phương trình 
cho một số khác 0. 

Và ở đó: 

1. Cách 2 là quá cổng kềnh do việc chúng ta dà không đánh 
giá được sự có mặt của nhân tư chung ban đầu là X 2 + 2. 

2. Cách 3 chơ lời giai đơn giản hơn, tuy nhiên nếu " chia cả hải 
vè cihì phưoììg trình cho một sô'chưn khăng dinh dược dã 
khcícũ " sẽ dần tới hiện tượng mât nghiệm của phương trình. 
Ví dụ sau sẽ minh hoạ điều này. 

Ví du 2: Ciiải phương trình: 3x(2x - 3) = 7(2x - 3). (1) 

Giải 

Biến dổi phương trình về dạng: 

3x(2x - 3) - 7(2x ~ 3) = 0 co (2x - 3)(3x - 7) = 0 

3 

X = - 

2 

7’ 

X = - 
3 

3 7 

Vậy, phương trình có 2 nghiệm phân biệt là X = -7 , X = - . 


<o 


2x -3 = 0 
3x -7 = 0 


<o 
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Nhân xét : 1. Nếu chia ca hai vố cùa phương trình (1) cho (2x - 3) thì ta 

sẽ bị mât một nghiệm X = ~ . 

2. Có thỏ giai ví du trôn bằng cách xét hai trường hợp: 

Trường hợp /: Nêu X * - thì 2x - 3 * 0. 

Chia ca hai vố cùa (1) cho 2x - 3*0 được: 

3x = 7 o X = 7 , thoả màn X * — . 

3 2 

Trường hợp 2. Nếu X = thì (1) được nghiệm đúng. 

Kết luận s = I7r 
13 2 

v í du 3: Giải cấc phương trinh sau: 

a. (X ' + X 2 ) 4 (X 2 4 X) = 0. b. x' 4 1 - (x 4 1 )(x 2 -2x4 3) = 0. 

* Vui ị 

a. Ta có thể lựa chọn mót trong hai cách trình bày sau: 

Cách I\ Biến đổi phương trình ve (lang: 

X 2 (X 4 1)4 x(x 4 1 ) = 0 c > (x + 1 )( X 2 4 x) = 0 

‘x = 0 

ox(x+ h( X + !)=()<=> c> 

X + 1 — 0 

Vậy, phương -trình có 2 nghiệm phân bict là X = -1. X = 0.. 

Cách 2: Biến đối phương trinh vé (lang: 

X' 4 X 2 4 X 2 4 X = 0 o- X 1 4 2x : 4 x = 0 

, . . „ ị"X = 0 fx = 0 

o x(X 4 2x4 1) = 0 o X(X r 1) =0 o . ^ o 

X 4 1 = 0 [ X = - 1 

Vậy, phương trình cỏ 2 nghiêm phân biệt là X = -1, X = 0. 

b. Ta có thô lựa chọn mót trong hai cách trình bày sau: 

Cát h /: Biên đổi phương trình vê dang: 

(X 4 1 )(x 2 - X 4 1 ) (X 4 1 Hx 2 2x 4 3) = 0 
<=> (X 4 1 )'(x 2 - X 4 1 - X 2 4 2x - 3) = 0 

r X 4 1=0 

<=> (x 4 1)(X — 2) = 0 c> _ <> 

X - 2 = 0 

Vậy, phương trình có 2 nghiẹm phan biệt là X = -1, X = 2. 
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Cách 2: Biến dổi phương trình vê dạng: 

x' 4- 1 - (x‘ 2x 2 4- 3x 4- X 2 2x + 3) = 0 


o x' + I - X' 4- 2x : - 3x - X 2 + 2x - 3 = 0 
co X 2 - X - 2 = 0 co x : - 1 - X r 1 = 0 

co (X - 1 )( X 4- Ị ) - {X 4- 1 ) = 0 < > (X + 1 )(X - ỉ - 1) = 0 


co ( X 4- 1 )(X 


2) = 0 co 


x+ ỉ =0 
X - 2 = 0 


co 


X = - 

X = 2 


Vậy, phương trình có 2 nghiệm phân biệt là X = -1, X = 2. 

Nhản xét : Trong lời giai trên, việc trình bay hai cách giải nhăm mục đích giup 
các em học sinh có được phép so sánh, từ đó lưa chọn cho mình 
phướng pháp thích họp. 

Ví du 4: Giải phương trình: x : - 2x - 3 = 0. 

Giải 

Trước tiên ta di phân tích đa thức X 2 - 2x - 3 thành nhân tử, dế thực hiện 
công việc này ta có thể lựa chọn một trong các cách sau: 

Cách /: (Sử dụng phép tách theo B): Ta cỏ: 

X 2 - 2x - 3 = X 2 4- Xj-3x - 3 = (X 2 4- x) - (3x 4- 3) 

I á ch - 2 X = X - 3\ 

= x(x + 1 ) -3(X 4- 1 ) = (x 4 1 )(x - 3). 

Cách 2: (Sùdụng phép tách theo A)\ Ta có: 

X 2 - 2x - 3 = 3x 2 - 2x 2 - 2x - 3 = (3x 2 - 3) - (2x 2 + 2x) 

^ ■" "V“■ ■ ~' J 

2 ^ 2 -c 2 

I.ich= 4\- -2.C 


= 3(x 2 - 1) - 2x(x 4 1) = 3(x - l)(x 4- 1) - 2x(x f 1) 

= (X + l)[3(x - l) - 2x1 = (X + 1 )(x - 3). 

Cách {Sừ dụng phép tách theo C): Ta có: 

X 2 - 2x - 3 = X 2 - 2x Z 2 S _L = (X 2 ,- 1) - (2x 4- 2) 

úch-}=-2-l 

= (X - 1 )(x t 1 ) - '2(x 4- 1) = (x 4- l)(x -1-2) 

= (x + 1)(X - 3). 

Cạch 4: {Sừdụng phép tách lạo hằng dẳng thức): Ta có: 

X 2 - 2x - 3 = X 2 - 2.X.1 4- Ị_-4 = (x - 1 ) 2 - 4 

lách-4=1-4 

= (X - 1 - 2)(x -14-2) = (X - 3)(x 4-1). 
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Khi đó, phương (rình có dạng: (X - 3)(x + 1) = 0 o 


X - 3 
x + 1 = 0 


o 


X = 3 

X = -1 


Vậy, phương trình có 2 nghiệm phàn biệt là X = 3, X = - 1 . 

Nhản xét : Bốn cách phân tích đa thức dạng ax : + bx + c thảnh nhân tử 

.y. * , 

ữong lời giai trên đã được trình bày rât chi tiết trong cuốn 
Toán 8 tập 1 - Đê nghị cấc em lụxr sinh ôn lại 

Ví du 5: Cho phương trình: (X + 1 - 3m)(3x - 5 + 2m) = 0. 

a. Tim các giá trị cùa m sao cho một trong các nghiệm của phương trình là 

X = 1. 

b. Với mỗi m vừa tìm được ờ câu a), hãy giải phương trình dã cho. 

Giải 

a. Để phương trình nhận X = 1 làm một nghiệm điểu kiện là: 

(1 + 1 - 3m)(3.1 - 5 + 2m) = 0 
o (2 - 3m)( - 2 + 2m) = 0 


<=> 


2-3m = 0 
-2 + 2m = 0 


o 


2 

m = - 
3 . 

m = 1 


Vậy, với m = — hoặc m = 1 thoả mãn điều kiện đầu bài. 

•3 

b. Ta lần lượt thực hiên: 

2 . 2 2 k 

■ Với m = — , phương trình có dạng: (x + 1-3. -7 )(3x - 5 + 2. - ) = 0 
3 3 ■ 3 


o (x - 1 )(3x - “) = 0 o 
3 


X - 1 = 0 

11 c* 
3x - = 0 

3 


X = 1 


11 • 


X = 


2 , 11 
Vậy, với m = - phương trình có các nghiệm X = 1 , X = . 

3 9 

Với m = 1, phương trình có dạng: (X + 1 - 3.1 )(3x - 5 + 2.1) = 0 


o(\- 2)(3x - 3) = 0 o 


X - 2 = 0 
3x - 3 = 0 


o 


X = 2 

X = 1 


Vậy, với m = 1 phương trình có các nghiệm X = 2, X = 1. 

Ví du 6: Cho phương trình: 2x' + ax + 3 = 0. (1) 

a. Biết rằng X = -1 là một nghiệm của phương trình ( 1 ), hãy xác định a. 

b. Với a vùa tìm được ờ câu a) hãy tìm các nghiệm còn lại của phương trình. 
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Giải 


a. Vì X = - 1 là mội "nghiệm cua phương trình (1) nên ta được: 

2( - 1)' + a( - 1) + 3 = 0 o -2 - a + 3 = 0 <=> a = I. 

Vậy, với a = 1 phương trình (1) có một nghiệm là X = -1 . 

b. Với a = 1, phương trình (1) có dạng: 2x' + X + 3 = 0. (2) 

Đê giải phương trinh (2) ta cần phân tích da thức 2x 1 + X + 3 thành nhân tử, 
đê thực hiện công việc này chúng ta có thế lưa chọn một trong hai cách sau: 
Cách /: Thực hiện phép phân tích: 

2x V X + 3 = 2x ' + 2 + X + 1 = 2( X' + 1) + (X + I) 


= 2(x + l)(x 2 -x+ l) + (x+ 1) 

= (X + l)(2x 2 - 2x + 2 + 1) = (X + l)(2x 2 - 2x + 3). 


Cách 2: Vì X = -1 là nghiêm của phương trình nên đa thức 2x' + X + 3 sẽ chia 
hết cho X + 1 (thực hiện phép chia đa thức 2x' + X + 3 cho X + 1 ra nháp), từ 
đó ta được: 2x' + X + 3 = (x + 1 )(2x 2 - 2x + 3). 

Khi dó, phương trình có dạng: 


(x+ l)(2x 2 - 2x + 3) = 0 <=> 


X -h 1 = 0 

2x 2 - 2x + 3 = 0 


( 1 ) 

( 2 ) 


Giải (1), ta dược X = -1. 

Giải (2), ta có nhận xét: 2x : - 2x + 3 = 2(x 3 - X + 1) + 1 > 0 
:=> phương trình (2) vô nghiệm. 

Vậy, phương trình có nghiệm duy nhất X = ~1 . 

Nhàn xét : Trong lời giải trốn, việc việc phân tích đa thức 2x 2 + X + 3 thành 
nhân tử được trình bày hai cách, ò đó: 

Cách 7: Việc thực hiện ĩà tưííng đối tự phát, nó được dựa trến 
kinh nghiệm trong việc phán tích đa thức thành nhân 
tử. 

Cách 2. Chủng ta đã tận dụng được giả thiết cho X = - 1 là 
nghiệm của phương trình. Ta có kết quả tổng quát 
sau: 

"Nếu phương trình í(x) = 0 có nghiệm X = a thì da 
th ức f(x) chia hết cho X - a" 

Tức là, khi dó: f(x) = (x - a).g(x) 
và phương trình trở thành: (x - a)g(x) = 0. 
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Ví du 7: Giải phương trình: 2x + X - 5x + 2 = 0. Biết rằng phương trình cỏ một 
nghiệm là X = 1. 

Giừi 

Thực hiện phép chia da thức 2x' + x : - 5x + 2 cho X - 1. ta được: 

2x'' + X 2 - 5x + 2 = (x - 1 )(2x 2 + 3x - 2) = (X - 1 )(2x 2 + 4x “ X - 2) 

= (X - l)[2x(x + 2) - (X + 2)) = (X - 1 )(2x - l)(x + 2). 

Khi dó, phương trình có dạng: (x - 1 )(2x - 1 )(x + 2) = 0 

X = 1 


o 


X - 1 = 0 

2 X - 1 = 0 c:> 
X + 2 = 0 


x • 2 

X = -2 


Vặy, phương trình có ba nghiệm phan biệt X = 1 . X = -2, X = ~ . 


Nhản xét: 




Như vậy với việc cho thêm giả thiết " Phương hình cỏ một 
nghiệm là X = ỉ " đã giam bớt dược dáng kê độ khó của bài toán 
trong bước phân tích đa thức thành nhân tử. Điều này được hiểu 
là: 

1. Với các em học sinh trung bình, bài toán dược cho dưới 
dạng: 

" Gùìi phươiìg trình 2\' + X - 5\ + 2 = 0 biết rằng 
phương trình có một nghiệm Lì X - ỉ 

2. Với các em học sinh khá, bài toán dược cho dưới dạng: 

" GiiUphu‘cứìg tiinh 2x ] + X - 5x + 2 = 0". 


III. CÂU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hỏi 1: Trình bày các bước đế giãi phương trinh đvva dược về dạng tích. 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Giải các phương trình: 

a. (2x - 6)(3 + 4x) = 0. b. (4x - 5)(5x + 6)(6x - 7) = 0. 

c. (x - 3)(2x + l)(2x - 3)(4x + 3) = 0 . 

d. (3x-2)(2x + 5)(8x-3X4x+ 1 )(3x - 1) = 0 . 

Bài tập 2. Giải các phương trình: 

a. (x - 6)(x + 1) = 2(x + 1). b. (X - 2)(5x + 3) = (3x - 8)(x - 2). 

c. 2x(I5x + 25) - 33(3x + 5) = 0. d. (2x 2 + l)(2x -t- 5) = (2x 2 + lMx - 1). 
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Bài tập 3. Giải các phương trinh: 

a. X 2 - 9x + 20 = 0. c. X 2 + 2x - 15 = 0. 

b. x' - 4x : + 5x = 0. d. (X 2 - 1 Ý = 4x + 1. 


Bài tập 4. Giải phương trình: 4x' - 9x 2 + 6x -1=0. Biết rằng phương trình có 
một nghiệm là X = 1. 

Bài tập 5. Giải phương trình: x J - 4x ' - x 2 + 16x -12 = 0 
Biết rằng phương trình có hai nghiệm là X = ỉ và X = -2. 

Bài tập 6. Cho phương trình: (2x + 3m)(3x - 2m - 1) = 0. 

a. Tun các giá trị cúa m sao cho một trong các nghiệm cùa phương trình là 

X = l. 


b. Với mỏi m vừa tìm dược ớ câu a), hãy giải phương trình đã cho. 

Bài tập 7. Cho biểu thức hai biên: f(x, y) = (X - 3y + 4)(2x + 3y - I). 

a. Tim các giá trị cua y sao cho phương trình (ẩn X) f(x, y) = 0 nhận X = 2 làm 
nghiệm. 

b. Tìm các giá trị cua X sao cho phương trình (ẩn y) f(x, y) = 0 nhận y = 1 làm 
nghiệm. 

Bài tập 8. Cho phương trình: x ; + ax 2 + ỉ Ix - 6 = 0. 

a. Biết rằng X = 1 là một nghiệm cua phương trinh, hãy xác dinh a. 

b. Với a vừa tìm dược ở câu a) hãy tìm các nghiệm còn lại cửa phương trình. 

Bài tập 9. * Giải các phương trình: 

a. 3x'-8x-’-2x + 4 = 0. d. 2x' <)x + 2 = 0. 

b. x'-4x-+7x - 6 = 0. e. 8x* A\ ! + lOx - 5 = 0. 

c. 2x' + 7x J + 7x + 2 = 0. f x'+ x ; - X SỈ2 - 2 yjĩ = 0. 

V. HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ 


Bài tập 1. 

y. X = 3, X = 


c. X = 3, X = 


d. X = - , X 

3 


3 


_ . X = ^ . X = 
2 2 

5 3 

- - , X = , X - 

2 8 


5 6 7 

b. X = , X = - - , X = 

4 5 6 


_ x 
4 


Bài tập 2. 

a. X = 8, X 


= - 1 . 


b. X = 2, x= - 


H 

2 
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c. X = - T . X = —- 

3 ỈO 


d. X = -6. 


Bài tập 3. 

a. Biến dổi: X - 9x + 20 = X 2 - 4x - 5x + 20 = x(x - 4) - 5(x - 4) = (x - 4)(x - 5) 
Khi dó, phương trình có dạng: 


(X - 4)(x - 5) = 0o 


X - 4 = 0 


co 


X = 4 

X = 5 


X - 5 = 0 

Vậy, phương trình có hai nghiệm phàn biệt X = 4, X = 5. 

b. Biến dổi: x' - 4x : + 5x = x(x : - 4x + 5) = X[(X - 2)' + 1). 

Khi dó. phương trình có dạng: x[(x - 2) : + 1] = 0 co X = 0. 

Vậy. phương trình có nghiệm X = 0. 

c. Biến đổi: X 2 + 2x - 15 = X 2 + 5x - 3x - 15 = x(x + 5) - 3{x + 5) = (X + 5)(X - 3) 

’x + 5 = () 


Khi dó, phương trình có dang: (x + 5)(x - 3) = 0 co 


X - 3 = 0 


co 


X = -5 
X = 3 


Vạy, phương trình có hai nghiêm phân hiệt X = -5. X = 3. 
d. Biến đổi phương trình vé dạng: 

(X 2 - 1) : = 4x + 1 co X 4 - 2x : + ỉ = 4x + 1 co X 4 - 2x : - 4x = 0 

co x(x* - 2x ~ 4) = 0 co X(X' - 4x + 2x - 4) = 0 

co x[x(x 2 - 4) 4- 2(x - 2)1 = 0 co x[x(x - 2)(x + 2) + 2(x - 2)1 = 0 


co x(x - 2)(x 2 + 2x + 2) co 


X = 0 


co 


X =0 

X = 2 


X - 2 = 0 

Vậy, phương trình có hai nghiệm phân hiệt X = 0. X = 2. 

Bài tập 4. Thực hiện phép chia da thức 4x 5 - 9x 2 + 6x - 1 cho X - 1, ta dược: 
4x - 9x 2 + 6x - 1 í= (X - 1 )(4x : - 5x + 1) = (X - 1 )(4x 2 - 4x - X + 1) 

= (X - 1 )[4x(x- 1) - (X - 1)1 = (X - lKx- 1 )(4x - 1). 

Khi đó, phương trình có dạng: 

"x = 1 


(X- 1 )(x - 1 )(4x - Ị) = 0o 


X - 1 = 0 

4x- 1 =0 


co 


x " 4 


Vậy, phương trinh có ba nghiệm phán biệt X = 1, X = - 

4 

Bài tập 5. Thực hiện phép chia da thức X 4 - 4x' - X 2 + 16x - 12 cho X - 1, rồi tiếp 
tục chia thương cho X 4 2, ta dược: 
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X 4 - 4x' - X 2 3 + 16x ỉ 2 = (X - ỉ H X + 2)( X 2 5x + 6) 

= (X - 1 )(x + 2)(x 2 - 3x - 2x 4 6) = (X - 1 )(x 4 2)[X(X - 3) -.2(x - 3)] 

= (X - 1)( X + 2)(x -2)(x -3) 

Khi dó, phương trình có dạng: 

(X - 1)(X + 2)(x — 2)(X - 3) = 0 

X - 1 = 0 [x = l 

x + 2 = 0 X = -2 

co co . 

X — 2 — 0 X = 2 

X - 3 = 0 |_ X = 3 

Vậy, phương trinh có bốn nghiệm phân biệt X = 1 , X = ± 2, X = 3. 

Bài tập 6. Học sinh tự làm. 

Bài tập 7. Học sinh tự làm. 

Bài tập 8. 

a. Vì X =1 là một nghiệm cùa phương trinh nên ta dược: 
r+a.l 2 + 11.1 - 6 = 0o a = -6. 

Vậy. với a = -1 phương trình có một nghiệm la X = 1 . 

b. Với a = -1, phương trình có dạng: x' - 6x : + 1 ỉ X - 6 = 0. 

Vì X = 1 là nghiệm cua phương trình nên da thức x' - 6x’ 4- 11X — 6 sè chia 
hết cho X - 1 (thực hiện phép chia đa thức x' - 6x* + 1 lx - 6 cho X - 1 ra 

nháp), từ dó ta được: x' ~ 6x : 4 11 X — 6 = ( X — 1 )(x 2 - 5x + 6). 

Khi dó, phương trình có dang: (X - 1 )(x 2 - 5x 4 6) = 0 

X - ỉ = 0 X = 1 

Co (x- 1 )(X - 2)( X - 3) = 0 CO X - 2 = 0 co X = 2 . 

X - 3 = 0 [ X =3 

Vặy, phương trình có ba nghiệm phân biệt X = 1 , X = 2, X = 3. 

Bài tập 9. 

a. Phân tích: 3x' - 8x 2 - 2x 4 4 = (3x - 2)(x 2 - 2x - 2) 

Khi đó, phương trình có dạng: 

, ^ [3x-2=0 • (1) 

(3x - 2)(X - 2x - 2) = 0 co 

X 2 - 2x - 2 = 0 (2) 

2 

■ Giải (1), ta dược X = T • 

3 

■ Giải (2), ta biến dổi: X 2 - 2x - 2 = 0 co X 2 - 2x + 1 = 3 co (x - 1 r = 3 

X - 1 = \fĩ X = 1 + \fĩ 

co co 

X - 1 = -\[ĩ X - 1 - V 3 
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Vậy, phương trình có ba nghiệm phàn biệt X = 1 , X = 1 ± \Ỉ3 . 
b. Phân tích: x'-4x 2 + 7x - 6 = (x - 2)(x 2 - 2x + 3). 

Tới dây dề nghị các em học sinh giải riếp. 


Vậy, phương trình có nghiệm X = 2. 


c. X = -1, X = -2, X = 


] 


d. X = 2, X = -1 ± 




' 1 

e. X = . 

2 


PUIĨƠNG TRÌNH 
CHỨA ẨN Ỏ NẪ1} 

I. KIẾN THỨC CO BẢN 
1. ĐẬT VÂN ĐỂ 

0 ’ .. X 2 - 1 

Chúng ta sẽ bát đầu với việc giải phương trình: -—-- = X. 

X - 1 

Ta sẽ trình bày theo hai cách dể chi ra điều cần chú ý: 
m . x 2 -l 

1. Với cách giải: -—- = X o X 2 - 1 = x(x - 1) o X 2 - 1 = X 2 - X <=> X = 1. 

X - 1 

Vậy, phương trình có nghiệm X = 1 . 

x 2 -l _ (x-l)(x+l) 

X- 1 x-1 

ox+l=xol=0, mâu thuẫn. 

Vậy, phương trình vô nghiệm. 

Nhân xét : 2 _ I 

1. Lời giải thứ nhất, dễ thấy sai bởi klii X = 1 thì -—— không 

X - ỉ 

xác định, do đó X = 1 không thê là nghiệm của phươiìg 
trình. 

2. Lời giải thứ hai, cho kết quả dứng xong cách trình bày như vậy 
là còn thiết sót. 

Do dó, khi giải phương trình chứa ẩn ở mẫu, ta cần chủ ý đến một 
yếu tô' dặc biệt, dó là diều kiện xấc định cùcì phương trình. 
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Tiếp theo, với việc giải phương trình: X + ■ - = x + - . 

XX 

nêu các em học sinh bầt tay ngay vào việc biến dổi nó về dạng tích, tức là: 

X*’ + - = X + - o x’ = X o \( X - 1) = 0 <=> X = 0 hoặc X = 1 
X X X 


rổi vội vàng kết luận " Phương trinh có hai nghiệm X = 0, X = ỉ " thi các em đã 
mắc phải một sai lầm dẻ nhân thấy răng " V = 0 không thể là nghiệm của phương 
trinh ". 

Do dó, thêm một lần nhắc nhò là " Khi giời phương trình chứa ẩn à mầu, ta cán 
chu ỷ đến một yếu tố (lặc hiệt, (ló lủ diều kiện xác định của phương ĩrìnlỉ 

2. TÌM ĐIỂU KIỆN XÁC ĐỊNH CU A PHƯƠNG TRÌNH 


__, _ Aị(x) A 2 (x) A (X) 

Đỏi với các phương trình dang: ~-— + - — — +... + ■ - . = 0 


B|(x) B 2 (x) 


điều kiện xác dịnh của phương trình dược cho bởi hệ: 


B„(x> 
B|(x) *0 
B-) (x) * 0 


[B n (x)*0 

Thí du 1: Tìm điểu kiện xác dinh cho mỗi phương trình sau: 

X — 1 x X-6 


a. 


X - 2 


= 3. 


b. 


X + 1 X - 4 


Giai 


a. Điều kiện xác định cùa phương trình là: X - 2 * 0 co X * 2. 


b. Điểu kiện xác định của phương trình là: 


X + l * 0 

X - 4 * 0 


co < 


X*-1 
X * 4 


Chủ ý : Trong những trường hợp hệ điểu kiện phức tạp, chúng ta nên giải từng 

điều kiện một đế giảm độ phức tạp, thí dụ sau sẽ minh hoạ trường hợp 
này. 


ThLdu, 2ị Tìm điều kiện xác dinh cho phương trình sau: 
2x 2 + 2x - 1 _ ^ 

X 2 - 1 X 2 - 5x + 4 

Gidi 


Điéu kiện xác dinh cùa phương trình là: 


X 2 -1*0 
X 2 - 5x 4 *-0 


(1) 

( 2 ) 


Giải (1), ta được: X 2 * 1 o X * ± 1 . 

Giải (2): X 2 - 5x + 4 * 0 o x ? - X - 4x + 4 * 0 <ọx(x - 1) - 4(x - 1) * 0 
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<=> (x 


1 )(x - 4) * 0 co 


'x-1 *0 
x-4*0 


co 


fx ^ I 
I X * 4 ' 


Vậy, điểu kiện xác định cùa phương trình là: 


X *±1 
< X * 1 

X * 4 


<o 


X * ±1 
X * 4 


3. PHƯƠNG PHÁP (HẢI PHƯƠNG TRÌNH CHỨA Ẩn ỏ MẪll 


Để giải phương trình chứa ấn ờ mầu, ta thực hiện theo các bước sau: 

Bước I: Tìm điều kiện xác định của phương trình. 

Bước 2: Quy đổng mầu hai vế của phương trinh rồi khử mẫu. 

Bước 3: Giải phương trinh vừa nhận dược. 

Bước 4: Trong các giá trị cùa án tìm dược ở bước 3, các giá trị thoà màn diều 
kiện xác định chính là nhiệm cùa phương trình đã cho. 

_ x 2x 

Thí du 3ĩ Giai phương trình: —— = . 

x-1 X -1 


Gicii 


Điều kiện xác định của phương trình là: 


X - 1 * 0 í X * 1 
< - o co X * ± 1 . 

X 2 - 1 *0 [x*±l 


Biến dổi phtrctng trình vé dạng: —--- 7 -—-—— =-—-—— 

■ (x-Díx + 1) ( X — 1)(X + 1) 

co x(x + 1) - 2x = ()o X 2 + X - 2x = 0 ox : -x = Oox(x- 1) = 0. 


co 


X = 0 
X ~ 1 = 0 


co 


X = 0 

X = 1 loại vì khỏngthoámàn diều kiện 


Vậy, phương trình có một nghiệm X = 0. 


Chú y: Tuy nhiên, trong những trường hợp việc tìm ra được diều kiện một cách 
cụ thế là rất khổ khàn, chúng ta sẽ lựa chọn theo hướng: 

* Bước l: Tìm diều kiện xác định của phương trình (và không giải). 

' Bước 2: Giải phương trình. 

Bước 3: Thứ lại. 

Bước 4: Kết luận về nghiệm cho phương trình. 

• X 2 - I 

Thí du 4: Giai phương trình: —7—--— = 0. 

■ x h - 5x + 4 

Gicii 

Điều kiện xác định của phương trình là: x 6 -5x + 4*0. (*) 

Phương trình tương dương với: X 2 - 1 = 0 co X = ± 1 . 

Kiềm tra diều kiện: 

■ Với X = I , ta có: 1* - 5.1 + 4 = 1 -5 + 4 = 0, không thoả mãn diều kiện (*). 
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■ Với X = -1, ta có: r 5.( 1)4-4 = 1 +5 + 4= 10 * 0, thoá mãn (*) 

Vậy, phương trình cỏ một nghiệm X = (.liều 1. 

II. CÁC VÍ DỤ MINH HOA 


X - 5 2 

Ví du 1; Giải phương trình : -— 7 + -—7 

X - 1 X - 3 

Giúi 


Điéu kiện xác định cua phương trình là: 


- 1 * 0 
X - 3 * 0 


o < 


X * 1 

x*3 


...... ... , , (x-5)(x-3) 2( X -1) (x-lKx-3) 

Biến đỏi phương trinh vê dang: --777-77 + --77--— = -- 777 -77 

1 & (x-lKx-3) (x-lKx-3) (X — 1)(X — 3) 


o (X - 5)(x - 3) + 2(x - 1) = (X - 1 )(x - 3) 
o X 2 - 8x + 1 5 + 2x - 2 = X 2 - 4x + 3 
o -8x + 2x + 4x =3 - 15 + 2 <=> - 2x = “10 o X 
Vậy. phương trình có một nghiệm X = 5. 

X +5 X - 5 


Ví du 2: Ciiai phương trình: 
Giải 


5. thoa màn diếu kiện . 
X + 25 


X 2 -5x 2x 2 + 10x 2x : - 50 

X + 5 X - 5 X + 25 


. . . . , . x + 5 x-5 x + 25 

Viết lai phương trinh dưới dạng: — -—7— -—-— =- - -. 

x(x - 5) 2x(x + 5) 2(x 2 -25) 


Điểu kiện xác định của phương trình là: 


x(x- 5)*0 
2x(x + 5) * 0 C7> 

2(x 2 - 25) * 0 


X *0 

X * ±5 


Biến dổi phương trình về dạng: 2(x + 5) 2 - (X - 5r’ = x(x + 25) 
<=> 2x 2 + 20x + 50 - X’ + lOx - 25 = x’ + 25x 
0 5x = -25 o X = -5, không thoả mãn diều kiện. 

Vậy, phương trình vô nghiệm. 

Ví du 3: Giải phương trình: ——- = —-— + 8 . 


Giải 


1 7 - X 


Điều kiện xác dinh của phương trình là: 


x-7*0 
7 - X * 0 


o < 


x*7 

x-tl 


<=> X t 7. 


Tới đây để thực hiên tiếp chúng ta cỏ thê lựa chọn một trong hai cách trình 
bày sau: 

Cách l : Quy dồng màu hai vế cùa phương trình rói khỉr máu: 


X - 8 


+ 8 <^> 


X - 8 


I 8(X - 7) 


+ 


X - 7 X - 7 X - 7 X-7 X - 7 

<z> X - 8 = -1 + 8(x - 7) o X - 8 = “ 1 + 8x - 56 
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o X - 8x = -1 - 56 + 8 o -7x = -49 <=> X = 7, không thoả mãn. 
Vậy, phương trình vô nghiệm. 

Cách 2: Thực hiện phép quy đồng cục bộ: 

X -8 1 0 X-8 1 

-—- = —— + 8 <=> -—- + — 

X - 7 


= 8 «jl±!J =8 


c=> 


7 - X x-7 X -7 X- 7 

8, mâu thuản. Vậy, phương trình vô nghiệm. 

Nhản xét : Cách 2 trong lời giải trên được trình bày để minh hoạ bước 
dầu cho hiệu quả của phép quy đồng cục bộ. 

2x — 1 


Giải phương trình: X 


X - 2 


= 3x + 


Giòi 


Điểu kiện xác định cùa phương trình là: X - 2 * 0 <=> X * 2. 
Biến đổi phương trinh về dạng: 


X 2 - 3x + 


2x -1 


3 


o X 


3x + 


X - 2 X - 2 
2x - 4 


, - , 2x - 1 - 3 _ A 

= 0 <=> X - 3x + ——— = 0 

X - 2 


X - 2 


= 0 <=> x : - 3x + 2 = 0 <=> X 2 - X -'2x + 2 = 0 


o x(x - 1) - 2(x 


1 ) = 0 <=> (X - l)(x-2) = 0o 


X - 1 = 0 
X -2 = 0 


c=> 


X = 1 

X = 2 loại vì khôngthoảmãn điều kiện 


Vậy, phương trình có một nghiệm X = 1. 

Nhản xét : 1. Trong lời giải trên, chúng ta sử dụng phép quy đổng cục 
bộ để từ đó nhận được phương trình X 2 - 3x + 2 = 0, và 
việc đưa phương trình này về dạng tích tương đối đơn 
giản. 

2. Trong trường hợp chúng ta không sử dụng phương pháp 
quy dồng cục bộ thì sè nhận được: 

X (x - 2) + 2x - 1 = 3x(x - 2) + 3 
<=> X J - 2x 2 + 2x - 1 = 3x 2 - 6x + 3 
C4> X 1 - 5x 2 + 8x - 4 = 0 . 

Dễ thấy, việc chuyển đôi phương trình này về dạng tích khó 
khăn hơn nhiều so với phương trình X 2 - 3x + 2 = 0. 

III. CÂU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Cảu hỏi 1: Phương trình sau có nghiệm X = 1 là đúng hay sai ? 

2x 2x 

X + ——7 = —7 + 1. 

X — 1 X — 1 
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Bài tập 6. Cho phương trình: ——~ + --—~ = 2. 

X - 1 X + 1 

a. Giải phương trình với m = 2. 

b. Giải phương trình với m = 1. 

c. Giải phương trình với m = -2. 

d. Tìm m dể phương trình nhặn X = 2 làm nghiệm. 
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b. X = 1 . 

c. X = -8. d. X = - . 

4 

Bài tập 3. 

a. X = 0. b. x = -l. c. X =-3. d. \ = -~. 

5 

Bài tập 4. 

1 . 3 

a. X = - - . b. X = r • 

2 • 2 

Bài tập 5. 

a. X = 0. b. X = 0. c. X = 0. 

Bài tập 6. Điều kiện có nghía cho phương trình là X * ± 1 . 

Biến đổi phương trình vé dang: 

(X - m)(x + l) + (X - 2)(x - 1) = 2(x - l)(x + 1) 
c=> (m + 2)x = 4 - m. (1) 

a. Với m = 2, phương trình (1) có dạng: 4x = 2 o X = “ . 

íL 

Vậy, với m = 2 phương trình nhận X = “ làm nghiệm. 

b. Với m = 1, phương trình (1) có dạng: 3x = 3 <z> X = 1 . 

Vặy, với m = 1 phương trình nhận X = 1 làm nghiệm. 

c. Với m = -2, phương trình (1) có dạng: Ox = 6, màu thuần. 

Vậy, với m = -2 phương trình vô nghiệm. 

d. Đê phương trình nhận X = 2 làm nghiệm điều kiện là: 

2(m + 2) = 4- m<=>3m=0om = 0. 

Vặy, với m = 0 thoả mân điều kiện dầu bài. 


V. HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỔ 
Bài tập 1. 

a. X = 0. X = 2. 

Bài tập 2. 

a. X = 4. b. X = 3. 
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I. KIẾN THỨC Cơ BẢN 
I. ĐẬT VÂN ĐỂ 


PIIIÍOKG TRÌNH 

CÓ HỆ SỐ CHỮ 


Chúng ta sẽ bắt đầu với việc giai phương trình: ax - 8 = 0 <=> ax = 8 <=> X = - 

a 

Vậy, phương trình có nghiêm X = - 

a 

Nhản xét : Ta thây ngay: 

l. Với a = 1 thì lời giải trên là đung. 

8 

2.. Với a = 0 thì - không xác định do đó lời giải trên là sai. 
a 

Như vậy, khi giải phương trình có hệ số chừ, ta cần chú ý đến 
các trường hợp bằng 0 và khác 0 của hệ số của X, đó được gọi 
là " Giải và biện luận phương trìnỉì theo tham sô ". Đê tiện 
theo đỏi, trước khi trinh bàv bài toán tổng quát chúng ta đi 
giải và biện luận lại phương trình ax - 8 = 0 như sau: 

Biến đôi phương trình về dạng: ax = 8 (*) 

Ta xét hai trường hợp: 

Trường họp 1: Nêu a = 0 thì (*) o Ox = 8, mâu thuẫn 
=> phương trình vồ nghiệm. 

. '• ■ _ . ^ , JA 8 

Tntỏìĩg hợp 2. Nếu a 1 0 thì (*) o X = - , 

a 

^ ĩị phương trình có nghiệm duy nhât. 

2. GIẢI VÀ BIỆN LUẬN PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT MỘT ẨN 

£ Bài toan: Giải va biện luận phương trì nh : ax + b = 0. I 

PHƯƠNG PHÁP CHUNG 

Viết lại phương trình dưới dạng: ax = - b (1) 

Ta xét hai trường hợp: 

Trường hợp Ị : Nếu a = 0 =5 (1) <=> 0 = - b c^> b = 0. 

Vậy, ta dược: 

• Nếu b = 0, phương trình nghiệm đúng với mọi X€ R. 

• Nếu b * 0, phương trinh vố nghiệm. 
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Trường hợp 2: Nếu a * 0. 

( 1 ) <=> X = - — , tức là phương trình có nghiệm duy nhất, 
a 

Kết luận: 

Với a * 0, phương trình có nghiệm duy nhất X = - —. 

a 


' Với a = b = 0, phương trình nghiệm đúng với mọi X. 

Với a = 0 và b * 0, phương trình vô nghiệm. 

Thí du 1 Ị Giải và biện luận phương trình: nrx + 6 = 4x + 3m. 

Giải 

Viết lại phương trình dưới dạng: (nr - 4)x = 3m - 6. (1) 

Trường hợp 7: Nếu nv - 4 = 0 o m = ±2 

• Với m = 2, ta dược: (l)o0.x = 0. 

Vậy, phương trình nghiêm dứng với mọi X. 

• Với m = - 2. ta dược: (1) o Ox = - 12. 

Vậy, phương trình vô nghiệm. 

Trường hợp 2: Nếu m 2 - 4 * 0 <=> m * 2 và m * - 2 


Kết luận: 

Với m * ± 2, phương trình có nghiệm duy nhất X = ———. 

m + 2 


Với m = 2, phương trình nghiệm đúng với mọi X. 

Với m = - 2, phương trình vô nghiệm. 

Nhân xét : Trong thí dụ trên, ta thây tồn tại đầy đủ các khả năng được 



minh hoạ trong bài toán tổng quát, tuy nhiên sè tồn tại 
những bài toán là một trường hợp đặc biệt: 

■ Hệ sốa * 0 với mọi giá trị của tham số, khi đó ta kết luận 
ngay tính duy nhít''nghiệm của phương trình. 

■ Hệ số a = 0 với mọi giá trị của tham số, khi đó ta biện 
luận cho b. 
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Thí du 2: Ciiải và biện luận phương trình: m X + 1 = m - X. 

Giãi 

Viết lại phương trình dưới dạng: (nr + 1 )x = m - 1, (i) 

Ta cỏ : nr' + 1 * 0, với mọi m. 

Do đó: (1) o X = . 

mờ + ! 

Vậy, phương trình luôn có nghiệm duy nhất X = . 

m : + 1 

Thí du 3: Giải và biện luân phương trình: m(x + 3) = m(x + 4) + 6 . 
Giải 

Viết lại phương trình dưới dạng: 
mx + 3m = mx + 4rn + 6 

o mx - mx = 4m - 3ni + 6 m + 6 = 0 m = -6. 

Kết luận: 

- Với m = -6, phương trình nhận mọi X làm nghiệm. 

- Với m * -6, phương trình vô nghiệm. 

Chủ ý : Tròng trường hợp bài toan cỏ nhiều tham sô chúng 

léo biện luận theo các tham sỏ dớ đê vét cạn được 
hợp. 

Thí dụ 4: Giải và biện luận phương trình: + 7 — - = - . x ~~ — — 

b-a b + a a -b 

Giải 

Điểu kiện xác định cùa phương trình là: 
b - a * 0 

‘ b + a * 0 o a * ± b. 
a 2 -b 2 * 0 

Viết lại phương trình dưới dạng: 

- (a + b)(x + a) + (a - b)(x - a) = 2 - bx = a' + 1. 

Khi đó: . Với b = 0, phương trình vô nghiệm. 

' WAĨ1 _ ^ f , , a 2 +1 

. Với b -t 0, phương trinh có nghiệm X = - ——— . 

b 

Kết luận: - Với b = 0 hoặc a = ± b, phương trình vỏ nghiệm. 

- Với b * 0 hoặc a * ì b, phuơng trìnli có nghiệm duy nhất X = - 


ta cần khéo 
các trường 

( 1 ) 


a 2 +l 

b 
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Chủ ý : Thông thường, khi thực hiện bài toán trên các em học sinh hay 
mắc phải lỗi ngộ nhận rằng kết luận là: 

■ Với b = 0, phương trình vồ nghiệm. 

■ Với b * 0, phương trình có nghiệm X = - — —— . 

b 

Hãy nhớ răng, việc kết luận cần phải được kết hớp với điều kiện 
có nghĩa của phương trình. 


II. CÁC VÍ DỤ MINH HỌA 

Vi du 1: Giải và biện luận phương trình: 


2x + a a-2x 


6a 


a - 2 a + 2 


( 1 ) 


Gidi 


a-2*0 

Điểu kiện xác dinh của phương trình là: ị a 4- 2 * 0 <=> a * ± 2. 


k 


-4*0 


Viết lại phương trình dưới dạng: (2x + a)(a + 2) - (a - 2x)(a - 2) = 6a 
o 2ax + 4x + a 2 + 2a - a 2 + 2a,+ 2ax - 4x = 6a 
o 4ax + 4a = 6a o 4ax = 2a. (2) 

Trường hợp J: Nếu a * 0 

(2)c^> x = - 7 1 = ^. 

4a 2 

Trường hợp 2: Nếu a = 0. 

(2).o o.x = 0, phương trình nghiệm đúng với mọi X. 

Kết luận: - Với a * 0 và a * ± 2, phương trình có một nghiệm X = - 

- Với a = 0, phương trình nghiệm dúng với mọi X. 

- Với a = ± 2, phương trình vô nghiệm. 

Ví du 2: Giải và biện luận phương trình: a 2 x = a(x + b) - b. 

Già ì 

Viết lại phương trình dưới dạng: a(a - l)x = b(a - 1). 

á = 0 


( 1 ) 

( 2 ) 


Trưởng hợp /: Nếu a(a - 1) = 0 o 


a = I 


Với a = 0, ta dược: (2) o 0y= -b. 

• Với b = 0, phương trình nghiệm dứng với mọi X e R. 

• Với b * 0, phương trình vô nghiệm. 
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Với a = 1, ta được: (2) c> Ox = 0. phương trình nghiệm đúng với mọi xe R. 

/ rường hợp 2: Nêu aía - i } t ()o < 

[a -t- ỉ 

Khi đó: (2) <=> X = — : phương trinh cỏ nghiệm tỉưy nhất. 

a 

Kết luận: - Với a = b = 0 hoặc a = ỉ, phương trinh nghiệm dứng với mọi xe R. 

- Với a = 0 và b 2 0, phương trình võ nghiệm. 

- Với a * 0 và a * 1. phương trình có nghiệm duy nhất X = — . 

a 

Ví du 3: Ciiai và biện luận phương trình: 

(m - 2)x : - (2m - 1 )x + m + 1 = 0. (1) 

Gia ỉ. 

Biến dổi phương trình vé dạng: 


Ị(m - 2)x - m - 1 ](x - 1) = 0 o 


(m-2)x = rn + l (2) 


Ta di giải và biện luận (2). 

Trường hợp ỉ: Nếu m - 2 = ()o m = 2. 

(2) o Ox = 3 màu thuần (2) vô nghiệm. 

Trường hợp 2: Nêu m - 2 / 0 <:■> in ■/ 2 -> ( 2 ) <t> X 


m + 1 


m - l 


Kết luận: - Với m = 2. phương trình có nghiệm duy nhất X = I . 

- Với m t- 2, phương trình có 2 nghiệm X = 1 và X = - 


m + 1 
rn-2 


Nhân xét : Băng việc biên đôi phương trình ban đầu về dạng tích ta đã 
biện luận được một phương trình bậc 2, tuy nhiên sau này ta 
có được một phương, pháp tổng quát hơn đế giải và biện luận 
một phương trình bộc hai bất kỹ. 


Ịị Giải và biện luận phương trình: 


IĨ1X - m - 3 


Giải. 


Điều kiện xác định của phương trình là: X + 1 * 0 o X * -1. 
Biến dối (1) về dạng: (m - I )x = m + 4. 

Trường hợp /: Nếu m - 1 = 0 o m = 1. 

(2) <=> 0 = 5 mâu thuẫn phương trình vò nghiệm. 
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Trường hợp 2: Nếu m - 1 * 0 o m £ 1 o (2) o X = 


m 4- 4 
m - 1 
3 


...o ..* ,' , m + 4 

Kiêm tra diêu kiện: X * -1 o —— * -I <=> m ^ -- . 

m - 1 2 

Kết luận: - Với m = 1 hoặc m = - ^, phương trình vô nghiệm. 

- Với m * 1 hoặc m * , phương trình có nghiệm X = 

z 

Ví dụ 5: Giải và biện luận phương trình: —- + ——— = ———- 

ax - ĩ bx - I (a + b)x 

Già ị. 

Điều kiện : 


ax * 1 
bx * 1 
(a + b)x *■ 1 


Trường hợp 2: Nếu: 


(I) 


ax - 1 * 0 

bx - 1 * 0 . o <( 

(a 4- b)x - 1 * 0 

Viết lại phương trình dưới dạng: abx[(a + b)x - 2] = 0. (2) 

Trưởng hợp ỉ : Nếu a = b = 0. 

Điểu kiện (I) luôn đúng, khi đó: 

(2)0 Ox = 0. phương trình nghiệm đúng với Vx € R. 
a = 0 


b*0 


Điéu kiện (I) trở thành X * — , khi dó: 

b 

(2) o Ox = 0, phương trình nghiệm đúng với mọi X * - . 

b 


Trưởng hợp 3: Nếu: ị 


a 0 
b = 0 


1 


Điều kiện (ỉ) trờ thành X * - , khi đó: 

a 

(2) o Ox = 0, phương trình nghiệm đúng với Vx * 


1 


a 


Trường hợp 4: Nếu: 


a * 0 
a + b = 0 


o b = -a * 0. 


Điều kiện (ỉ) trờ thành X * - và X * 7 *. 

a b 

Khi đó: (2) o X = 0, là nghiệm duy nhất của phương trinh. 


m + 4 
m - 1 
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Ịa * 0 

Trưhiụ hợp 5: Nếu: ị b * 0 

L. k 


a + b * í) 


Điéu kiện (I) trở thanh X *■ - và X * và X * ——- 

a b a + b 


( 2)0 


X = 0 


X = 


a + b 


Nghiệm X = 


a + b 


chi thoà mãn cỉiéu kiện khi a * b. 


Kết luận: 

Với a = b = 0, phương trình nghiệm đúng với moi X. 

Với a = 0 và b * 0. phương trinh nghiệm đúng với mọi X * 


Với a * 0 và b = 0, phương trinh nghiệm đúng với mọi X * 
Với b = ± a * 0, phương trình có nghiệm duy nhất X = 0. 


a 


a + b 


Với a * 0, b * 0. a + b * 0, a * b, phuung trình có nghiệm X = 0 và X = 

III. CÀU HỞI ỔN TẬP LÝ THUYẾT 

Cảu hòi 1: Nêu lược đổ giải và biện luận phương trình: ax = 0. 

Cáu hỏi 2: Nêu lược dồ giải và biện luận phương trinh: ax = 4. 

Câu hỏi 3: Nêu lược đồ giải và biện luận phương trình: ax + b = 0. 

Câu hòỉ 4: Nêu lược đồ giải và biện luân phương trình: = e, với c * 0. 

cx + d 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài ỉập 1. Giải và biện luận các phương trình: 


a. m 2 (x + 1) = X + m. 


b. (m + 1 ) 2 X - m = (2m + 5)x + 2. 


Bài tập 2. Giải và biện luận các phương trình: 


X X-2 

a. - - - = 0. 

2 a 


X — a X — 1 

b. -—- + -—- = 0. 


a + 2 a- 2 


Bài tập 3. Giải và biện luận các phương trình: 


4x 


a. 


a - 1 a + 1 


b. 


ax - 1 X + a __ a 2 + 1 
a + 1 1 - a a 2 - 1 
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Bài tập 4. Giải và biện luận các phương trình: 

X + a X a 

a. ——— = - + - . b. 

b a b 


X + a ^ X - b 
—- = 2 + -—- 
b a 


Bài tập 5. Giài và biện luận các phương trình: 

a. a(ax + 2b : ) - a 2 = b : (x + a). 

, % x + a X - a 2 

b. a(x - b) - 1 = b( 1 - 2x). c. 7—— + 7- = -7—— - . 

b-a b + a a -b“ 


Bài tập 6. Giải và biện luận các phương trình: 

ax - 1 2 a(x 2 + l) , a 1 a-1 a+1 

a. —- -- +-- = —7— . b. -+ —- = -—- + -—7 . 

x-1 X + 1 X -1 x-a x + 1 x-a x + 1 

Bài tập 7. Xác định rn dể các phương trinh sau có nghiệm duy nhất 
X - m X - 2 k X + l _ X + 2 

X + 1 X - 1 X - 1 X - m 

Bài tập 8. Xác dinh m dể các phương trình sau có tập hợp nghiệm Ik R 
a. m(nr X - I) = 1 - X. b. nr(mx - 1) = 2m(2x + 1). 

ổài tập 9. Xác định m de các phương trình sau vồ nghiệm: 

a. (m - 1 ) X = 4 x + m + 1 . 

- - x-m x-2 _ . 

b. nr(x ~ 1) = 2(mx - 2). c. ——-7 + ——7 = 2. 

X - 1 X + 1 

V. HƯỚNG DẨN - ĐÁP SỐ 


Bài tập 5. c. Điều kiện a / ± b. Viết lại phương trình dưới dạng: 
~(a + b)(x + a) 4- (a - b)< X - a) - 2 o -bx = a 2 + 1 

■ Với b = 0. phương trình vò nghiêm. 

■ Với b * 0. phương trình có nghiệm X = - • 


Bài tập 7. b. Điều kiện X * l và X * m. 

Viết lại phương trình dưới dạng: mx = 2 - m. (2) 
Do đó (1) có nghiệm duy nhất 


o 


m * 0 

X * l <=> 
X * m 


m * 0 
2 - m 
m 

2 - m 
m 


*{<=>< 


* m 


m * 0 

m * 1 om í? ị-2, 0, II. 

m : + m - 2 * 0 


Vậy với mợ |-2, 0, 1 Ị phương trình (ỉ) cỏ nghiêm d'i\ nhất. 
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( 2 ) 


Bài (ãp 8 . 

a. Viết lại phương trình dưới dạng: (m' + 1 )x = m + 1. 

m * + 1 - 0 

Do dó (1) cỏ tập hợp nghiệm là R <=> <=> m = -1. 

[m + l =0 

Vậy với m = - 1 phương trình (1) có tập hợp nghiệm là R. 

Bài táp 9. 

a. Điều kiện X * ± ỉ. 

Viết lại phương trình dưới dang: (m + 2)x = 4 - m. (2) 

b. Nếu m + 2 = 0 o m = -2. 

(2) oOx = 6 (MT) => phương trình vô nghiệm. 

4 - m 

c. Nếu m-2^0om^2=>(2)o X =. - — —. 

m + 2 

* 4-m _ 1 

Tì I T 

Do đó ( 1 ) vô nghiệm: o 111 1 o m = i. 

4 - m 
—r = -1 
_ m -f 2 

Vậy với m = -2 hoặc m = 1 phương trình (1) vô nghiệm. 

Nhận xét : Trong lời giải trẽn chúng ta trình bày theo các bước của bài toán 
giải biện luận, tuy nhiên cũng có thể trình bày dưới dạng: 

Điểu kiện X *- ± 1. 

Viết lại phương trình dưới dạng: m + 2)x = 4 - m. (2) 

Phương trình (1) vỏ nghiệm: 

m + 2 = 0 
4 - m * 0 

m = -2 

m + 2 *ơ <=>. . 

|_m = 1 

4 - m , 4 - m 

-- = 1 V -— = -1 

m + 2 m + 2 

Tuy nhiên cách trình bày kiểu này có thê khiến một vài em học sinh thấy 
phức tạp. Do vậy nếu bài toán yêu cầu "Tìm diều kiện của tham sô dê phương 
trình có nghiệm (hoặc vỏ nghiệm) "tốt nhất các em hãy trình bày theo các 
bước cùa bài toán giải biện luận. 
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GIẢI BÀI TOÁN BẰNG 
CÁCH LẬP PHƯƠNG TRÌNH 


I. KIỂN THỨC Cơ BẢN 

Đc giải bài toán bảng cách ỉặp phương trinh, ta thục hiện theo các buớc sau: 

Bước 1: Lặp phương trinh: - 

1. Chọn án số và đặt điều kiện thích hợp cho ẩn số. 

2. Biểu diẻn các đại lượng chuabiẻt theo ấn và các đại lượng đã biét 

3. Lập phương trinh biểu thị mối liên hệ giữa các đại lượng. 

Giải phương trinh. 

Kiếm tra xem trong các nghiệm của phương trinh, nghiệm nào thoả mãn 
điều kiện của ẩn, nghiệm nào không, rồi kết luận. 

Thi du 1: Một phân số có tử sô bé hờn mảu số là 11. Nếu tàng từ số lẻn 3 dơn vị 

i 3 

và giảm mẩu số đi 4 đơn vị thi được một phân sô' bằng ~ . Tim phân số ban đầu. 
Giải 


Bước 2: 
Bước 3: 


Gọi X là tử số của phàn số phải tìm, điều kiện X là số nguyên. Vì: 

■ Phân số có tử số bé hơn mẫu số là 11 nên mẫu Sổ bằng X + 1 L suy ra phân 


số có dạng: ——. 

■ X + 11 

■ Khi tăng tử số lên 3 dơn vị và giảm mẩu sô' đi 4 đơn vị thì được một phân sô 

3 X + 3 3 X + 3 3 x#-7 

bàrtg ~ nên: = 7 <=> 77 “ = 7 <z> 4(x + 3) = 3(x + 7) 

4 (X + 1D-4 4 X + 7 4 

<=> 4x - 3x = 21 - 12ox = 9, thoả mãn điềư kiện. 

Vặy, phân sô cân tìm băng ^ . 

Ntiăh xẻt : 1 . Bài toán trên yêu cầu tìm ra phân sổ, xong thực chất là đi 
ề tìm tư số (hoặc mầu số) của phân số đỏ, do đó chúng ta 

thiết lập ẩn số X cho tử số 

2. Nếu bài toán yêu cầu tìm hai hay nhiều giá trị thì chúng 
ta cần lựa chọn ân đê gán cho giá trị thuận lợi nhất (tuy 

__ nhiên trong nhiều trường hợp chúng có vai trò như nhau). 

Thí du 2 1 (Bùi toán cổ)\ Hòi có bao nhiêu gà, bao nhiêu chó, biết: 

Vừa gù vừa chó 
Bó lại cho tròn 
Ba mươi sáụ con 
Một trám chán chán. 
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Giải 

Ta có thể lựa chọnĩnột trong hai cách sau: 

Cách /: Ta lần lượt thực hiện: 

Gọi X là số gà. điều kiên X là sỏ nguyên dương nhỏ hơn 36. Vì: 

■ Tống sò gà và chó là " Bu mưtíi sáu con " nén sổ chó bằng 36 - X. 

■ Tổng số chân của gà và cua chỏ là " Một trâm chân chẩn " nên: • 

2x + 4(36 - X) = 100 <z> 2x + 144 - 4x = 100 

o -2x = 100 - 144 o X = 22. thoà mãn diều kiện. 

Vậy. số gà bằng 22 con và sỏ chó bàng 36 - 22 = 14 con. 

Cách 2: Ta lần lượt thực hiện: 

Gọi X là số chó, điểu kiện X là sổ nguyên dương nhỏ hơn 36. Vì: 

■ Tổng sô gà và chó là " Bu mươi sáu con " nên số gà bằng 36 - X. 

■ 1 ong sô chân cùa gà và cùa chó là " Một tì ủm chân chẩn " nên: 

4x + 2(36 - X) = 100 o 4x + 72 - 2x = 100 

<::> 2x = 100 - 72 o X = 14, thoả màn điều kiện. 

Vậy, sô chó bàng 14 con và sò gà băng 36 - 14 = 22 con. 

Nhân xét : Trong hai cách giải của bài toán trên, chúng ta đã tuân thủ đủ 
3 bước cần thực hiện khi giải bài toán bằng cách lập phương 
trình, cụ thê: 

1. Bài toán yêu cầu tìm số gà và số chó, do vậy có thê lựa 
chọn số gà hoác số chó là ân: 

• ■ Trong cách 1 ta chọn X là số gà và thiết lập điều kiện 
xeN* và X < 36. 

• Tiếp đó, ta diễn đạt dại lượng chưa biết là số chó bằng 
36 - X. 

■ Cuối cùng, ta thiết lập được phương trình biểu thị mối 
liên hệ giữa các đại lượng (là X và 36 - x) thông qua 
già thiết tổng số chân bằng 100. 

2. Giải phương trình nhận được trong bước 1, ta dược X = 22. 

3. Vì giá trị X = 22 thoả màn điều kiện dược thiết lặp trong 
bước 1, từ đó ta suy ra số chó và kết luận nghiệm cho bài 
toán. 



Thí du 3: Hiệu hai số bàng 8. số này gấp đòi số kia. Tim hai số đó. 

Giai 

Gọi X là số thứ nhất trong hai số đă cho. 

Vì: 

■ Sô thứ hai gấp đỏi lần số thứ nhất nên nó bằng 2x. 

■ Hiệu hai sô bàng 8 nên: X - 2x = 8 (1) 

hoặc 2x - X = 8. (2) 

Giải ( Ọ, ta được X = -8, khi đó sô còn lại bàng - 16. 

Giai (2), ta dược X = 8, khi đó sô còn lại bằng 16. 

Vậy, có hai cặp sô thoa màn điéu kiện dầu bài là -8 rà -16 hoác 8 và 16. 

Nhận xét : Thí dụ trên cho thây, có thể có 1 hoặc nhiều phương trình 

biêu thị mối liên hệ giữa các đại lượng - Điểu nảy nhcic nhờ 
các em học sinh cần có dược cái nhìn tông LịUdn dê chỉ r<ì 
dược dẩy dù các trường hợp. 

II. CÁC Ví DỤ MINH HOẠ 

Ví du Jl Tống hai sò bàng 72, hiệu cùa chúng bàng 6. Tìm hai số đó. 

Giai 

Gọi X là số lớn trong hai số dà cho. điểu kiện 6 < X < 72. Vì: 

■ Tổng hai số bảng 72 nên sô nhỏ bàng 72 ~ X. 

■ Hiệu hai số bằng 6 nén: x-(72-x) = 6o2x-72 = 6o 2x = 6 + 72 
o 2x = 78 o> X = 39, thoà màn diều kiện. 

Vậy, số lớn bàng 39 và số nhỏ bàng 72 - 39 = 33. 

Chú ý : Trong lời giải bài toán trên, nếu chủng ta không phân biệt số lớn 
và số nhò thì cần phải lặp hai phương trình dạng: 

X - (72 - x) = 6 hoặc (72 - x) - X = 6. 

VLdH 2: Một sô tự nhiên lẻ có hai chữ sô và chia hết cho 5. Hiệu cùa sỏ dỏ và 
chữ số hàng chục cùa nó bằng 68. Tun sô dó. 

Giái 

Gọi X là chừ số hàng chục cùa sô phủi tìm, điểu kiện X là sò nguyên và 
0 < X < 9. Vì: 

■ Số cần tìm là số lẻ và chia hết cho 5 nên chừ sô hàng đơn vị của I 1 Ó phải 
bằng 5, suy ra số cần tìm có dạng: x5 = lOx + 5. 

■ Hiệu của số dó và chữ số hàng chục cùa nó bằng 68 nên: 
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(lOx + 5) - X = 68 <r> 9x = 63 c:> X = 7. thoa màn diều kiện. 

Vậy. sô cần tìm hàng 75. 

ĨÍM 3: {Bài toán cò Hi ỈẢipY. 

- Thưa Py ta go lỏi lạc. trường cùa người có hao nhiêu môn đệ ? 

Nhà hiền triết trả lời: ' 

- Hiện nay, một nửa dang học Toán, một phần tư đang học nhạc, một phần bảy 
Iìgổi yên suy nghĩ. Ngoài ra còn có ba phụ nữ. 

Hỏi trường Đai học của Pv - ta - go có bao nhiêu người ? 

Giai 

Gọi X là số người trong trường Đại học cua Py - ta - go. diểu kiện xe N . Vì: 

■ Một nửa đang học Toán, tức là có ^. 


Một phần tư đang học Nhạc, tức là có -Ị. 
Một phán bảy ngồi yên suy nghĩ, tức là có 


7 


■ Tổng số những người học Toán, Nhạc, ngồi yên suy nghĩ và ba phụ nữ bàng 
sỏ mòn đệ cùa trường nên: 

ị + - + ị + 3 = X <=> 14x + 7x + 4x + 3.28 = 28x • 

2 4 7 

<r> 25x 4- 84 = 28x <t=> 3x = 84 c:> X = 28. thoà màn diều kiện. 

Vậy, trường Đại học cua Py - ta - go có 28 người. 

III. CẢU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hói 1: Ncu cấc bước giải bài toán bàng cách lập phương trình. 

IV. BÀI TẬP ĐÊ NU.HỊ 

Bàỉ lập 1. Cho phàn số . Tim một sò' sao cho nếu lấy tử cộng với số đó, lây 
r 201 

mảu trừ di sò dó thì phân sỏ mới có giá trị bằng ^ . 

Bài tập 2. Tổng hai sỏ bàng 90, hiệu cùa chúng bàng 72. Tim hai sô đó. 

Bài tập 3. Tổng hai sô bằng 33. sò này gấp đôi sò kia. Tìm hai số dó. 

Bài tập 4. Hiệu hai sỏ bàng 9, số này gấp đôi số kia. Tim hai số đó. 

3 

Bài tập 5. Hiệu hai số bàng 4, ti sò giữa chúng băng ~ . Tim hai sô dó. 

2 
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Bàỉ tập 6. Một phân sò cổ từ số bé hem máu sò là 11. Nếu tăng tứ sò lên 3 dơn vị 
và giảm mầu sỏ đi 5 dơn vị thi dược một phân sỏ băng — . Tun phân số ban dầu. 

Bài tập 7. Có hai ngăn sách, trong đó sò sách ở ngăn 1 gấp ba số sách ở ngăn II. 
Sau khi chuyển 20 cuốn sách từ ngàn 1 sang ngăn 11 thì số sách ở ngân II bằng 

- số sách ở ngăn I. rinh số sách ờ mỗi ngăn lúc đầu. 


2 

Bài tập s. Ba khối học sinh 6. 7, 8 di tham quan. Số học sinh khỏi 6 bàng — tổng 

t ^ 

số. Số học sinh khói 7 bằng - số học sinh khỏi 6. So học sinh khối 8 là 135 

4 . 

người. Tính tống số học sinh di tham quan. 

Bài tập 9. Mẹ 37 tuổi, con 7 tuổi. Sau mấy nam nữa thì tuổi mẹ gấp ba tuổi con ? 

Bài tập 10. Tìm một số tư nhiên biết ràng nếu viết thêm một chừ số 4 vào cuối 
của số dó thì số ấy tăng thêm 1219 dơn vị. 


Bài tập 11. Hai ỉớp 8A và 8B có tổng cộng 94 học sinh. Biết ráng 25% số học 
sinh 8A đạt loại giỏi. 20 °/c sò học sinh 8B dạt loại giỏi và tống số học sinh giỏi 
của hai lớp là 21 học sinh, rinh sỏ học sinh của mỏi lớp. 

Bài tập 12. Hai người cùng khởi hành một lúc từ A dế dến B, dường dài 60km. 
Vận tốc người thứ nhất là 12km/h. vặn tóc người thứ hai là 15km/h. Hỏi sau lúc 
khỏi hành bao lâu thì người thứ nhát cách B một quàng dương gấp dõi khoáng 
cách từ người thứ hai (lến B ? 

Bài tập 13. Một người di từ A dế đến B, vận tốc 30km/h. Lúc từ B về A, người dó 
di với vận tóc 40km/h, do dó thời gian về ít hơn thời gian di là 45 phút. Tính 
quãng đường AB. 

Bài tập 14. Đường sông từ thành phổ A đến thành phò B ngần hơn đường bộ 
lOkm. Đế đi từ A đến B, một ca nô di hết 3 giờ 20 phút, một ồ tô di hết 2 giờ. 
Biết vận tóc của ca nỏ kém vận tốc cùa ò tồ là 17kin/h, tính vận tốc của canỏ. 


Bài tập 15. Một ca nô tuần tra di xuôi từ A đến B hết 1 giờ 20 phút và ngược dòng 
từ B vé A hết 2giờ. Biết vặn tốc dòng nước kì 3 km/h. Tính vặn tốc riêng cùa ca 
nô. 

Bài tập 16. Hai người cùng di một lúc từ A dế don B, dường dài 120km. Người 
thứ nhất đi với vận tốc không dối trên ca quãng dường. Người thứ hai đi trên nửa 
dầu của quàng dường với vận tốc lớn hơn vận tốc cùa người thứ nhát là lOkm/h, 
di trên nứa sau của quãng dường với vận lốc kém vận tốc người thứ nhất ỉà 
6km/h.'Biét ràng hai người đến B cùng một lúc, tính vận tốc của người thứ nhất. 
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Hài tập 17. Ngươi ta pha 3 kg nước nóng ơ nhiệt độ 9()"C với 2 kg nước lạnh ờ 
nhiệt độ 20". Hỏi nhiệt độ nước sau khi pha là bao nhiêu ? 

Bài tập 1S. Cho 200 gam dung dịch có nống-độ muối là 10%. Phải pha thêm vào 
dung dịch dó bao nhiêu gam nước dế dung dịch lúc sau có nóng độ muối là 8% ? 

Bài tập 19. 200g dung dịch chứa 50g muối. Cần pha thêm bao nhiêu gam nước dế 
dược một dung dịch chứa 10 % muối ? 

Bài tập 20.Nãm ngoái tổng sô dân cùa hai tinh A và B là 4 triệu. Dân số tinh A nãm 
nay tăng 1.2%, còn tinh B tang 1,1%. Tống sò dân hai tinh năm nay là 4045000 
người. Tính sò dân mỏi tính nam ngoái và năm nay. 

V. HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỔ 

Bài tập 1. Gọi X là sò cần tìm. 

Khi dó, ta có: = -7 co 5(23 + X) = 3(201 - X) <0 8 x = 488 co X = 61. 

201 -X 5 


Vậy, số cần tìm bằng 81. 

Bài tập 2. Gọi sò lớn là X. Từ giả thiết: 

■ Tổng hai sỏ bang 90, suv ra sồ nhỏ là 90 - X. 

■ Hiệu của chúng bàng 72, suy ra: 

X - (90 - X) = 72 CO X - 90 + X = 72 co 2x = 162 co X = 81. 

Vạy, hai sò cần tìm la 81 và 9. 

Bài tập 3. Gọi sô lớn là X. Từ giả thiết: 

■ Tổng hai sỏ bang 33, suy ra só nhỏ là 33 - X. 

■ Số này gấp dôi sô kia, suy ra: X = 2(33 - X) co X = 66 - 2x co 3x = 66 co X = 22. 
Vậy, hai sò cán tim la 22 và 11. 

Bài tập 4. Gọi số lớn là X. Từ giả thiết: 

■ Hiệu hai sỏ' bang 9. suy ra số nhỏ là X - 9. 

■ Số này gấp dôi sô kia. suy ra: X = 2(x - 9) co X = 2x - 18 <0 X = 18. 

Vậy, hai số cần tìm là 18 và 9. 

Bài tập 5. Gọi sò lớn là X. Từ già thiết: 

■ I liệu hai sô bàng 4, suy ra số nhỏ la X - 4. 


Tí số giữa chúng báng ~ , suy ra: 


X 3 

__ = ^ <0 2x = 3(x -r 4) 

X - 4 2 


co 2x = 3x - 12 co X = 12. 
Vậy, hai sỏ cẩn tìm là 12 và 8. 
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Bài tập 6. Gọi tử sô là X. Từ giả thiết: 

■ Từ số bé hơn mẫu sô là 11, suy ra mẫu số là X + 11. 

X 

Và khi đó phàn sô có dạng ——— 

X + 11 

■ Nếu tảng lừ số lên 3 dơn vị và giám mẫu sô đi 5 dơn vị thì dược một phân số 

1 » 2 . X + 3 2 x + 3 2 

báng —. suy ra: -———-- = - <=> -— 7 = - <=> 3(x + 3) = 2(x + 6) 

3 ' (x + lD-5 3 x + 6 3 

o 3x + 9 = 2x + 12 o X = 3. Vậy, phan sô cần ùm là . 

14 

Bài tập 7. Gọi số sách ương ngăn thứ ỈI là X. Từ già thiết: 

■ Số sách ở ngân I gấp ba sỏ sách ờ ngăn II, suy ra nó có 3x cuốn. 

■ Sau khi chuyền 20 cuốn sách từ ngăn ỉ sang ngăn II thì 

Số sách ờ ngàn I còn 3x - 20 cuón 
Số sách ở ngàn II là X + 20 cuồn 

Khi đó. ta có: X + 20 = ệ (3x - 20) o 7x + 140 = 15x - 100 o8x = 240 <=> X - 30. 

Vậy, số sách ở ngán thứ I bằng 90 cuồn và sổ sách ở ngăn thứ II bằng 30 cuốn. 
Bài tập 8. Gọi X là tổng số học sinh di tham quan. Từ giả thiết: 

. 2 2x 

■ Sô học sinh khối 6 bằng X = ~ . 

5 5 

_ .,_. , ,, . 3 2x 3x 

■ Sô học sinh khôi 7 băng 7 . = 7 T . 

4 5 10 

2 X 3x 

Khi dó, ta có: + 77 + 135 = X c> 4x + 3x + 1350 = lOx 

5 10 

o 3x = 1350 o X = 450 người. 

Vậy, tổng số học sinh đi tham quan là 450 người. 

Bài tập 9. Gọi X là sỗ năm cẩn thiết. Sau X nãm thì: 

■ Tuổi cùa mẹ bằng 37 + X. 

■ Tuổi của con bằng 7 + X. 

Khi dó, ta có: 37 + X = 3(7 + X) o 2x = 16 o X = 8 
Vậy, sau 8 năm thì tuổi mẹ gấp ba tuổi con. 

Bài tặp 10. Gọi X là số cấn tìm. Từ giả thiết: 

• Khi viết thêm một chữ sô' 4 vào cuối cùa sở dó, ta dược số mới có giá trị 
bàng lOx + 4. 
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Khi đó, ta có: 1 Ox + 4 = X + 1219 C:> 9x = 1215 c> X = 135. 

Vậy, số cần tìm là 135. 

Bài tập 11. Gọi X là số hoc sinh lớp 8A. Từ giả thiết: 

■ Hai lớp 8A và 8B có tổng cộng 94 học sinh, suy ra lớp 8B có 94 - X học sinh. 

2 5 \ \ 

■ 25% sò học sinh 8A dạt loại giỏi bàng = - học sinh. 

100 4 

. 20(94-X) 94- X , 

■ 20% sô học sinh 8B dạt loại giỏi hang ———- = ———' học sinh. 

100 5 

X 94 — X 

Khi đó, ta có: - + ——— =21 o 5x + 4(94 - X) = 420 <=> X = 44. 

4 5 

Vậy. lớp 8A có 44 học sinh và lớp 8B có 50 học sinh. 

Bài tập 12. Gọi X giờ là số thời gian cần thiết. Sau X giờ, ta có: 

■ Người thứ nhất đi dược một quàng đường là 12x, khi đó sẽ còn cách B một 
đoạn bàng 60 - I2x. 

■ Người thứ hai di được một quàng đường là 15x, khi đó sẽ còn cách B một 
đoạn bàng 60 - 15x. 

Khi dó, ta có: 60- 12x = 2(60 15x) o 18x = 60 o X = ^ = 3 i =3"20’. 

3 3 

Vậy, sau 3 h 2ơ thì người thứ nhất cách B một quãng đường gấp đôi khoáng cách 
từ người thứ hai đến B 

Bài tập 13. Gọi X là dô dài quãng dường AB. Từ giả thiết: 

■ Người dó di từ A dến B hết giờ. 

■ Người đó di từ B vé A hết ~ giờ. 

40 

Khi dó, ta có: ------ - <=> -- - T = ~~ <=> 4x - 3x = 90 o X = 90. 

30 40 60 3 4 2 

Vậy, quàng dường AB dài 90km. 

Bài ỉặp 14. Gọi vặn tốc của canò là x km/h. Từ giả thiết: 

■ Độ dài đường sông từ A đến B bằng X. 3^ = . 

■ Vặn tốc ỏtò bàng X + 17. 

■ Độ dài đường bộ từ A dến B bàng 2(x + 17). 
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Khi đó, ta có: 2( X + 17)- 


ỊQx 

3 


= 2 <=> 6(x + 17) - lOx = 6 <^> 4x = % o X = 24 


Vậy, vận tốc của canỏ là 24km/h. 

Bài tập 15. Gội vận tốc riêng của canô là X km/h. Từ giả thiết: 

■ Vận tốc khi đi cùa ranổ khi di xuôi dòng bàng X + 3. 

■ Vận tốc khi di cùa canò khi di ngược dòng bàng X - 3. 

..4 

Khi dó, ta có: — (X + 3) = 2(x - 3) <=> 4(x + 3) = 6(x - 3) <=> 2x = 30 <=> X - 15. 

Vậy, vận tốc riêng cua canố là 15km/h. 

Bài tập 16. Gọi vận tốc của người thức nhất là x km/h. Từ già thiết: 


Thời gian dế di từ A dến B của người thứ nhất bàng 


120 


Trên nửa dầu của quãng dường người thứ hai di với vận tốc X 4- 10, do đó thò 

gian di băng -—. 

x + 10 

Trên nửa sau của quãng đường người thứ hai đi với vận tốc X - 6, do dó thc 
60 


gian di bằng 


X - 6 


Khi đó, ta có: 


60 


+ 


60 


120 


<> 


X + 10 X - 6 X X + 10 

o x(x - 6) + x(x + 10) = 2(x + 10)(x - 6) 


+ 


1 _ 2 
X - 6 X 


o 4x = 8x - 120 o 4x = 120 c> X = 30. 
Vậy, người thứ nhất di với vận tóc 30km/h. 
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Ô\ TẬP CUỐI CHƯƠNG 


Bài tập 1. Cho hai biểu thức: A = —- - -- ■ và B = -- 7 

3m + 2 3m - 1 

Hãy tìm giá trị của m để hai biếu thức ấy có giá trị thỏa màn hệ thức: 
a. 2A + 3B = 0 b. AB= A + B. 

Bài tập 2. Tính gần đúng nghiệm cùa các phương trình sau, làm tròn đến chữ số 
thập phân thứ hai. 

ạ. (CĨ2 X + s[Ĩ5 )( s 2 síĩ X) = 0. h. { X + sfĩj )( s - 2.7x) = 0. 

Bài tập 3. Giải các phương trình sau: 

3x - 0,6 7x - 1,5 9x + 3 5-4x 


a.-—---— ——— + —-— 

5 6 - 7 8 

k 2x + 1 5x-6_2 5 

X - 5 3x + l (x - 5)(3x + 1) 

4 16 5 


5(x-3) + 18-2X 2 7(x + 5) 


_7x*__ _3x__8x + 1 

2(2x 2 -8) ~ 2 - X X + 2 


Bài tập 4. Cho phương trình (ẩn x): 4x 2 - 9 + k 2 - 1 - 12kx = 0 
a. Giải phương trình với k = 0. 
b Giải phương trình với k = -5. 

c. Tim các giá trị của k sao cho phương trình nhận giá trị X = 2 làm nghiệm. 
Bài tập 5. Giải các phương trình sau: 

a. (x + 3)(x' - 4x 2 + 5x - 15) = (x + 3)(x' - 4x 2 + 1). 

b ~ 9x2 ± 5 = _1_5_ 

x^-1 ~x 2 '+x + l x-1 
c. 3x 2 + X = 2 - 7x. 


d x-4 5 _ 3(x -9) 

x + 3 x-3 _ X 2 -9 

Bài tập 6. Giải các phương trình sau: 


a. 


X - 39 = ị X - 
5 


2-3x 

5 


x 4- 1 X - 1 _ x + 2 X - 2 

2002 2003 ~ 2001 2004 

» 


Bài tập 7. Giải các phương trình: 
a. (x + 1 Ỹ + (2 - 3x)(x + 1) = 0. 
c. (X- 1) 2 = 4. 
e. X 2 + (x h i)(13 - 8) = 1. 


b. X 2 - 4x + 4 = (2x - 3)(x - 2). 
d. (2x+ l) 2 = (x- l) 2 . 
f. x'-(x 2 + x+ l)(2x - 1)= 1. 
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h. 2x' + X 2 + 6x + 3 = 0. 
d. (2x + 5)(2x - 5) = 17. 


Bài tập 8. Giải các phương trình: 
a. 3x 2 = 2x - 6. 
c. x' - 9x = -6x : . 

Bàỉ tập 9. Giải các phương trình sau: 

1 - 3x 2x - 1 4 , 3 5 9 

a. -——- = —— --. b. —— -- = —-—-- . 

x-5 2-x x 2 -7x + 10 2 x- 1 x + 3 2 x 2 + 5x-3 

Bàỉ tập 10. Giải các phương irình sau: 

X , -1 _ 8 ,1 1 

x-5 25-X X + 5 x-3 (X — 3) 


Bài tập 11. Giải phương trình: x : + 3x 2 - 2x - 2 = 0. Biết rằng phương trình có 
một nghiệm là X = 1 . 

Bài tập 12. Giải phương trình: X 4 - 6x' - X 2 + 54x -12-0. Biết ràng phương 
trình có một nghiệm là x = 2. 

Bài tập 13. * Giải các phương trình: 

a. x 4 -5x 2 + 4 = 0. b. X 4 - 2x'- 6x 2 + 8x + 8 = 0. 

c. 2x 4 - 1 3x4 20x 2 - 3x - 2 = 0. d. X 4 - 3x 2 - 4x - 3 = 0. 

e. x 4 - 4x4 3x 2 - 2x - 1 = 0. f. x 4 +2x4 lOx - 25 = 0. 

Bài tập 14. Hai người cùng di một lúc từ A đến B, dường dài 120km. Người thứ 
nhất đi vận tốc không dổi trên cả quãng đường. Người thứ hai di trên nửa đầu 
của quãng dường với vận tốc lớn hơn vặn tốc của người thứ nhất là lOkm/h, đi 
trên nửa sau của quãng dường với vặn tốc kém vận tốc người thứ nhất là 6km/h. 
Biết ràng hai người đến B cùng một lúc, tính vận tốc của người thứ nhất. 

Bài tập 15. Sổ nhà của An là một sô tự nhiên có hai chữ sò. Nếu thêm chữ số 8 
vào bên trái số đó thì dược một sò kí hiệu là A. Nếu thẽm chữ sô 8 vào bên phải 
số dó thì dược một sô kí hiệu là B. Tim sỏ nhà cùa An, biết rằng: A - B = 475. 

Bài tập 16. Bình thường, bạn Lan di học từ nhà dến trường với vận tốc 5km/h thì 
vừa đúng giờ vào lớp. Nhimg hôn nay. do dậy hơi muộn so với bình thường 24 
phút nên bạn Lan phải chạy với vận tốc 7,5km/h và dà đến trường dúng giờ. Hỏi 
quãng dường từ nhà bạn Lan đến trường ? 

Bài tập 17. Một đội thợ mỏ lập kế hoạch khai thác than, theo dó mỗi ngày phải 
khai thác được 50 tấn than. Khi thực hiện, mồi ngày đội khai thác dược 57 tấn. 
Do dó, đội dã hoàn thành sớm hơn dự định trước 1 ngày và còn vượt mực kê 
hoạch 13 tấn! Hói theo kế hoạch dội phái khai thác bao nhiêu tấn than ? 
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Bài tập 18, Hai công nhân cùng làm chung một cóng việc trong 1 giờ thì hoàn 

thành cổng việc. Hỏi nếu làm một mình thì mỗi người phái làm bao nhiêu 

lâu mới hoàn thành công việc ? Biết ràng năng suất của người thứ nhát gấp đôi 
nâng suất của người thứ hai. 

Bài tập 19. Hai ôlô cùng khởi hành từ Lạng Sơn về Hà Nội. Trong 43km dấu, hai 
xe có cùng vận tốc. Sau dó chiếc xe thứ hai tăng vận tốc lên gấp 1,2 lẩn vận tốc 
ban đầu. trong khi chiếc xe thứ hai vẩn duy trì vặn tốc ban dầu. Do dó. xe thứ 
nhất dà dến Hà Nội sớm hơn xe thứ hai 40 phút. Tính vận tốc ban đầu của hai 
xe. Biết quàng dường từ Lang Sơn vé Hà Nội dài 163km. 

Bài tập 20. Một đoàn tàu hòa di từ Hà Nội vào thành phố Hồ Chí Minh. Sau 1 giờ 
48 phút, một đoàn tàu hỏa khới hành từ Nam Định cùng di thành phô Hổ Chí 
Minh với vận tóc nhỏ hơn của đoàn tàu thứ nhất là 5km/h. Trén đường đi, hai 
đoàn tàu dã gặp nhau sau 4 giờ 48 phút kế từ khi đoàn tàu thứ nhất khởi hành. 
Tính vận tốc cùa mồi doàn tàu. Biết răng ga Nam Định nằm trên dường di Hà 
Nội - thành phố Hồ Chí Minh và ga Nam Định cách ga Hà Nội 87km. 

Bài tập 21. Lúc 7 giờ sáng, một chiếc canô xuôi dòng từ bến A đến bến B rồi ngay 
lập tức quay trở lại bến A. Tính vặn tốc cùa canô khi đi xuôi dòng. Biết: 

■ Bến A cách bến B 36km. 

■ Khi canô quay trò vé bến A là 11 giờ 30 phút. 

■ Vận tốc của dòng nước là 6km/h. 

Bài tập 22. Một người di xe máy từ điểm A đến điểm B với vận tốc ỎOkm/h, Cùng 
lúc dó, một người di ôtô từ diêm 13 vé A với vận tốc 75km/h và dà gặp người di xe 
máy tại điểm c. Hòi quãng dường AC dai bao nhiêu km. Biết quãng đường AB dài 
135km. 

Bài tập 23. Một xí nghiệp dự dịnh dánh bát 145 tấn cá trong một thời gian nhất 
định. Nhưng thực tế mỗi ngày họ dã đánh bắt dược vượt kê hoạch l tân nên đã hoàn 
thành sớm so với dự định 4 ngày và vượt mức kế hoạch 5 tấn. Hỏi thời gian dự dịnh 
hoàn thành kế hoạch. 

Bài tập 24. Để chảy dầy một bể nước, người ta có thể cho vòi I chảy trong 1,5 giờ 
hoặc cho vòi II chày trong 2 giờ. Người ta dã cho vòi I chảy trong một thời gian, rồi 
khoá lại và cho vòi II chày tiếp, tống cộng trong 1,8 giờ thì bế dầy. Tính xem mỗi 
vòi dã chảy trong bao lâu ? 

Bài tập 25. Một tổ sản xuất phải làm một số dụng cụ trong một thời gian, tính ra 
mỗi ngày phải làm 30 dụng cụ, Do tổ đã làm mồi ngày 40 dụng cụ nên không 
những đã làm thêm 20 dụng cụ mà tổ dó còn làm xong trước hạn 7 ngày. Tính sô 
dụng cụ mà tổ sản xuất dó phải làm theo kế hoạch. 
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OIIOM. II - BẤT PHƯƠNG TRÌNH 

BẬC NHẤT MỘT ẨN 


Chương này, gồm có: 

1. Mối liên hệ giữa thử tự VỚI phép cộng và phép nhân 

2. Bất phương trình một ẩn 

3. Bất phương trinh bậc nhất một ẩn 

4. Phương ứinh chửa dâu trị tuyệt đôi 
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MỖI LIÊN HỆ GIỮA THỨ Tự 
VỚI PHÉP CỘNG VÀ PHÉP NHÂN 


I. KIẾN THỨC CO BÀN 

1. NHÁC LẠI VỂ THỨ Tự TRÊN TẬP số 

Trên tập sò thực, VỚI hai sỏ a và b sẽ xả) ra một trong các trường hợp sau: 

■ Số a hằng sô b, kí hiệu là a - b. 

■ Sô a nỉìò hơn số b, kí hiệu là a < b. 

■ Số a lớn hơn số b, kí hiệu là a > b. 
từ đó ta có thêm nhận xét: 

■ Nếu a không nhò hơn b thì a = b hoặc a > b, khi đó ta nói a lớn hơn hoặc 
bưng b, kí hiệu là a > b. 

■ Nếu a không lớn hơn b thì a = b hoặc a < b, khi dó ta nói a nhò hơn hoậc 
bưng b, kí hiệu là a < b. 

2. BẤT ĐẲNG THỨC 

Bất đảng thức là hệ thức có một trong các dạng: A > B. A > B 


A < B, A < B. 


3. LIÊN HỆ GIỮA THỨ TỤ VÀ PHÉP CỘNG 

Nhận xét rang: 

■ Ta có 6 > 4, liêu cộng hai vế với so 2. ta đirơc: 

6 + 2>4 + 2oX> 6. luôn dũng. 

■ Ta cỏ 6 > 4, nếu cộng hai vê với sò 3, ta dược: 

6 - 3 > 4 - 3 o 3 > 1, luôn dúng. 

Từ dó, ta có được lính chát: 

Tính chất : Với ba sỏ' a, b và c. ta có: 

■ Nếu a > b thi a + c > b + c. 

■ Nếu a > b thì a + c > b + c. 

■ Nếu a < b thì a + c < b + c. 

■ Nếu a < b thì a + c < b + c. 

Khi cộng củng một số vào cả hai vế cùa một bút dang thức ỉa dược bất 
dàng thức mới cùng chiêu với bất dưng thức dã cho. 

Thí du 1: Cho a > b. Chứng minh ràng ũ - b > 0. 

Giải 

Với bất dẳng thức già thiết: a > b 

cộng cả hai vế của bất đảng thức trên với -b, ta dược: 

a - b > b - b o a - b > 0, dpcm. 
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4. LIÊN HỆ GIỮA THỨ Tự VÀ PHÉP NHẢN 

Nhặn xét rằng: 

Ta có 5 > 2. nếu nhân hai vế với sô 3, ta được: 

5.3 > 2.3 co 15 > 6. luôn đúng. 

Ta có 5 > 2, nếu nhân hai vế với sỏ -1, ta được: 

5.(-l) > 2.( - 1) co -5 > -2, mâu thuẫn. 
Từ dó. ta có được tính chất: 

Tinh chất : Với ha sô a, b và c > 0. ta có: 

■ Nếu a > b thì a.c > b.c. 

■ Nếu a > b thi a.c > b.c. 

■ Nếu a < b thì a.c < b.c. 

• Nếu a < b thì a.c < b.c. 


Khi nhân cả hai vè của một bất dẳng thức với cùng một sô dương ỉa 
được bất dẳng thức mới cùng chiều với bất dắng thức dã cho. 


Thí du 2: Cho bất dắng thức m > 0. Nhân cả hai vê của bất dẳng thức với sô nào 

thì dược bát dáng thức — > 0. 

m 

Giải 

Với bất đảng thức gia thiết: m > 0 

nhân cà hai vế của bát đảng thức với —T , ta dược: 

m 

1 n 1 _ 1 n 

m. —- > 0. co — > 0. 

IĨ 1 tĩT rn 

Nhân xét : Như vạy, với a, b và c > 0, la còn có: 

fc ,'., v ab 

■ Nỏu a > b thì - > —. 

c c 

... a b 

■ Nêu a > b thì - > —. 

c c 

a b 

■ Nếu a < b thì - < -. 

c c 

X T V a b 

■ Nêu a < b thì - < —. 

c c 

Vậy, khi nhắn hoặc chia ca hai vô cùa một hất LỈdng thức 
với cùng một số dương ta dược hài dang thức mới cùng 
chiều với bất dăng thức dà cho. 


66 





Tính chất: Với ba số a, b và c < 0, ta có: 

. ■ Nếu a > b thì a.c < b.c và - < 


Nếu a > b thì a.c < b.c và 


b 

c 

b 


a b 

■ Nêu a < b thì a.c > b.c và - < - 

c c 

■ Nếu a < b thì a.c > b.c và — > —. 

___ c c _ 

Khi nhân hoặc chia cả hai vế của một bất đẳng thức với cùng một số 

âm ta dược bất đằng thức mới ngược chiều với bất dẳng thức dà cho. 


Thí du 3: Hãy xác định dấu cùa sỏ a, biết: 


a. 6a > 3a. 


b. a < 


Giải 


a. Ta viết lại: 6a > 3a <=> 6.a > 3.a. tức là. bất dẳng thức trên có dược sau khi 

nhân cả hai vế của bất dáng thức đúng 6 > 3 với a. 

Vậy, từ sự cùng chiều của hai hất đẳng thức suy ra a > 0. 

. a 1 .. . 

b. Ta viết lai: a < — <=> l.a < - .a tức là, bất dăng thức trên có được sau khi 

2 2 

nhân cả hai vế của bất đẳng thức diìng 1 > i với a. 

Vậy, từ sự ngược chiều cùa hai bất đẳng thức suy ra a < 0. 

5. TÍNH CHẤT BẮC CÂU CÚ A THỨ TỤ 
Nhận xét rằng: 8 > 6 và 6 > 3 => 8 > 3. 

Tính chất : Với ba số a, b và c, nếu a > b và b > c thì a > c. 

Thí du 4: Cho a < b, chứng minh rằng 2a - 3 < 2b + 6. 

Giải 

Với bất đảng thức giả thiết: a < b 

nhân cả hai vế của bát dẳng thức với 2. ta dược: 2a < 2b. 

tiếp tục, cộng cả hai vế của bất đảng thức với -3, ta dược: 2a - 3 < 2b - 3. (1) 

Cộng cả hai vế cùa bất đẳng thức đúng -3 < 6 với 2b, ta dược: 

2b - 3 < 2b + 6. . (2) 

Từ (1), (2) theo tính chất bắt cáu suy ra: 2a - 3 < 2b + 6, dpcm. 

II. CÁC VÍ DỤ MINH HOẠ 

Ví du 1; Cho a > b > 0, hãy chứng tỏ rằng: 

a. a 2 > ab. b. a' > b\ 
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Giải 

a. Với hất đàng thức giả thiết: a > b 

nhân cả hai vê của bất đảng thức với a > 0. ta dược: a 2 > ab, đpcm. (1) 

b. Với bất đảng thức giả thiết: a > b 

■ Nhân cả hai vế của bất đảng thức với a 2 > 0, ta dược: a' > a 2 b. (2) 

■ Nhân cả hai vế cùa bất đảng thức với b > 0, ta được: ab > b 2 . (3) 

Từ (1) và (3) suy ra: a 2 > b\ (4) 

Nhân cả hai vế cùa bất dáng thức (4) với b > 0, ta được: a 2 b > b\ (5) 


Từ (2) và (5) suy ra: a l > b \ đpcm. 

Chá ỷ :. 1. Bát đăng thức a : > ab vẫn đúng với điều kiện: 

a > b và a > 0 (hoặc a < b và a < 0). 

2. Bất đăng thức a^ > b' vẫn đúng với điều kiện a > b. 

Ví du 2: Cho a > b > 0, hày chứng tỏ rằrig - < - . 

a b 

Giải 

Từ giả thiết a, b > 0 suy ra: ab > 0 <=> -Ị- > 0. 

ab 


Với bất đắng thức giả thiết: a > b nhân cả hai vế của bát dẳng thức với 

._ 1 • .1 111-1 . 

ta dược:a. -— > b. —-<=> — >- <=> - < - đpcm. 

'|K 'ik k >1 ■» k. 


• _ 1 . , 1 _ 1 1 1.1 

ta dược:a. --> b. — <=>--> - 

ab ab b a a fc 

Nhân xét : Ta có kết quả tông quát hơn: 

11 .. 


" Nếu a > b th ì: 


1 _ 1 ... . 

< - nêu ab > 0 

a b 

- > — nếu ab < 0 
a b 


Ví du 3: Cho a < b và c < d, hãy chứng tỏ ràng a + c < b + d. 
Giải 


ab 


Với bất đẳng thức giả thiết: a < b 

cộng cả hai vế cùa bất đảng thức với sô c, ta dược: a + c < b + c. (1) 

Với bất dẳng thức giá thiết: c < d 

cộng cả hai vế của bất đẳng thức với số b. ta được: b + c < b + d. (2) 

Từ (1) và (2) suy ra: a + c < b + d, đpcm. 

Nhân xét : i. Bất đảng thức trên được phát biểu " Khi cộng theo vếcủa hai 

bất dắng thức cùng chiều ta dược một bất dắng thức mới 
cùng chiều với hải lút dắng thức dà cho 
2. Ta còn có kết quả: "Nếu 0 < ơ < b vả 0 < c < d thì a.c < b.d' 
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Ví du 4: Cho a. b bất ki. hây chứng tỏ ràng: 

2 .2 

a. a 2 + b 2 - 2ab > 0. b. -—i— > ab. 

2 

Giải 


a. Biến đổi tương đương bất đảng thức: 

a 2 + b 2 - 2ab > 0 <=> (a - b) 2 > 0. luôn đúng. 

•i 2 + b 2 

b. Với bất đảng thức giả thiết: — > ab 

nhân cả hai vế cùa bất dáng thức VỚI 2. ta dược: a 2 + b 2 > 2ab 
tiếp tục. cộng cả hai vê cua bát dáng thức trẽn với -2ab, ta dược: 
a 2 + b 2 -2ab > 2ab -2ab (a - br > 0, luôn đúng. 


Nhản xét : 1. Qua ví du trên, chung ta nhận thấy ngay rằng 'Đê chứng 
minh một bất đẵng thức ngoài việc sừ dụng các tính chát thức 
tự với phép cộng và phép Iìlìcĩn chúng ta còn có thê sừ dụng 
các phép biên dôi tương dương dô biên dối bắt dăng thức ban 
dâu vé một bất dăng thức luôn dùng hoặc ngược lại (xuất 
phắt từ một hít dắng thức dung biến doi về bất dáng thức cẩn 
chứng minh )". 

ỉ 

2 ^2 

2. Xuất phát từ kết quả > ab, nêu dạt X = a 2 , y = b 2 (khi đó 

X, y > 0) thì ta nhận được một bất đảng thức dạng: 

X + y /— ,. ^ „ 

—> Jxy , với X, y > 0. 

2 

Bát đảng thức trẽn được gọi là lỉất diing thức Côsi. 


III. CÂU HỎI ỔN TẬP LÝ THUYẾT 


Câu hỏi 1 
Cảu hỏi 2 
Cáu hỏi 3 
Cảu hỏi 4 
Câu hói 5 
Cáu hỏi 6 
Cảu hỏi 7 


Phát biểu quan hệ thứ tự trên tập sò. 

Nêu dịnh nghĩa bát dẳng thức vù cho ví dụ. 

Phát biểu liên hệ giữa thứ tự và phép cộng. 

Phát biêu liên hệ giữa thứ tự và phép nhân với sô dương. 
Phát biểu liên hệ giữa thứ tự và phép nhân với sô àm. 
Phát biểu tính chất bác cầu của thứ tự. 

Hãy chứng minh các tính chất sau của bất đảng thức. 


Với a. b, c, d là các sổ thực, ta luôn có: 


Títih chất ỉ: Nếu a > b thì: 


a b _ 

- > — nêu c > 0 
c c 

a b _ 

- < — nêu c < 0 
.c c 
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Tính chất 2: Nếu a > b và c > d thì a + c > b + d. 

Clỉú ỷ quan trọng: không áp dụng dược "quy tắc" trên cho phép trừ 
hai bất dẳng thức cùng chiểu. 

Tinh clìất 3: Nếu a > b > 0 và c > d > 0 thì ac > bd. 


Tính chất 4: Nếu a > b thì: 


1 _ 1 'u.n 

- < - nêu ab > 0 

a b 

- > 7 " nếu ab < 0 
a b 


IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Hãy sử dụng dâu" >,>,<,<" để so sánh các số a và b, biết: 

a. a - b - 0. b. a - b = 1 c. b - a = 2. 

Bài tập 2. Hãy xác dịnh dấu cùa số a, biết: 

2a 


a. 4a < 3a. 


b. a > 


Bài tập 3. Cho a > b > 0, hãy chứng tỏ rằng: 

a. b 2 < ab. b. a 2 > b 2 . 

Bàỉ tập 4. Cho bất dẳng thức m < 0. Nhân cà hai vế cùa bất dẳng thức với số nào 

thì được bất đẳng thức — < 0. 

m 

Bàỉ tập 5. Cho a > b và ab < 0, hãy chứng tỏ ràng 

a b 

Bài tập 6. Cho ví dụ chứng tò rằng từ a > b không thể suy ra - < — . 

a b 

Bài tập 7. Cho 0<a<bvà0<c<d, hãy chứng tò rằng a.c < b.d. 

Bài tập 8. Chứng minh các bất dẳng thức: 

a. a 2 - 6a + 10 > 1. b. (a - 3)(a - 5) + 2 > 0. 

c. 4a 4 - 4a' + a 2 > 0. d. a 2 > 2b(a - b). 

Bài tập 9. Chứng minh các bất đẳng thức: 

a. # à + b' - ab 2 - a 2 b > 0 với a, b là các số dương. 

b. a s + b s - a 4 b - ab 4 > 0 với a, b là các số dương. 

c. ab + bc + ca < 0 nếu a + b + c = 0. 

Bài tập 10. Chứng minh các bất đảng thức: 


a. (a + b) 2 > 4ab. 

c. (a 2 + b 2 )(x 2 + y 2 ) > (ax + by) 2 . 


b. 


a + b 


> ab. 


Bài tập 11. Biết a > b > 0. Chứpg minh ràng: ^ + — > 2 . 

ba 
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V. HƯỚNG DẢN - ĐÁP SÒ 


Bài tập 1. 

a. a = b. b. a > b c. a < b. 

Hài tập 2. Hãy xác định (láu cua sò a, biết: 

a. a < 0. b. a > 0. 

Bài tập 3. Học sinh lự lùm. 

Bài tập 4. Với m < 0, khi dó. ta nhân cá hai vế của bát đảng thức với sô — > 0 

m 

sẽ nhận dược bất đảng thức — < 0. 

m • 

Bài tập 5. Ta lần lượt có nhận xét: 

■ Vì ab < 0 nên a và b trái dấu. 

• Vì a > b nên kết hợp với nhân xét trcn suy ra a > 0 và b < 0. 

’l . . 1 ,, ,11 

a b a b 

Bài tập 6. Chọn a = 2 và b = -3, ta thấy ngay: a > b vì 2 > -3. 

- < -- là không thê bời khi dỏ ~ là mâu Ihuản. 
a b 2 3 

Bài tập 7. Ta lán lượt tân dụng: 

• Vì 0 < a < b và c > 0 nên ac < bc. (1) 

• Vì 0 < c < d và b > 0 nên bc < bd. (2) 

Từ (1), (2) dựa trên tính chất bác cẩu suy ra a.c < b.d. 

Bài tập 8. 

a. Ta biến dổi: a 2 - 6a + 10 > 1 o a 2 -6a + 9>0o(a - 3) 2 > 0, luôn dứng. 

b. Ta biến dổi: (a - 3)(a - 5) + 2 > 0 <r> a 2 - 8a + 17 > 0 
<=> (a - 4) 2 + 1 > 0. luôn dúng. 

c. Ta biến đổi: 4a J - 4a 1 + a’ > 0 o a : (4a 2 - 4a + 1) > 0 
<=> a : (2a - 1 ) 2 > 0, luôn dứng. 

d. Ta biến dổi: a 2 > 2b(a - b) o a 2 - 2ab + 2b 2 > 0 
o (a - b) 2 + b 2 > 0. luôn đúng. 

Bài tập 9. 

a. Ta biến dổi: a + b' - ab - a 2 b > 0 

<=> (a + b)(a 2 - ab + b 2 ) - ab(a + b) > 0 

<=> (a + b)(a 2 - 2ab + b 2 ) > 0 o (a + b)(a - b) 2 > 0 

Bát đẳng thức trên luôn dứng với a, b là các sò dương (vì ta có a + b > 0). 
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b. Ta biến đổi: a s + b s - a 4 b - ab 4 > 0 co a 4 (a - b) - b‘(a - b) > 0 
<=> (a 4 - b 4 )(a - b) > 0 o (a 2 - b 2 )(a 2 + b 2 ) (a - b) > 0 

o (a - b)(a + b)(a‘ 4- b 2 ) (a - b) > 0 o (a - b) 2 (a 4- b)(a 2 + b 2 ) > 0 
Bất đẳng thức trên luôn đúng với a, b là các sò dương (vì ta có a + b > 0). 

c. Sử dụng già thiết: a + b + c = 0o(a + h + c ) 2 = 0 
co a 2 4- b 2 + c 2 4- 2(ab 4- bc + ca) = 0 


co ab 4- bc 4- ca - - — 

2 


(a 7 + b ? + c 2 ) < 0 . đpcm 


Bài ỉập 10. 

a. Ta biến đổi: (a 4 - b ) 2 > 4ab co a 2 + b 2 4 - 2ab - 4ab > 0 


co (a - b ) 2 > 0 , luôn đúng. 


b. 


Ta biến đổi: 


f a 4- b 

CT J 


\ 2 


> ab co (a + b ) 2 > 4ab, tiếp theo.biến dổi như câu a). 


c. Ta biến đổi: (a 2 4- b 2 )(x 2 4 - y 2 ) > (ax + by ) 2 

co a 2 x 2 4- a 2 y 2 + b 2 x 2 4- b 2 y 2 > a 2 x 2 4- 2abxy 4- b 2 y 2 
co (ay - bx) 2 > 0, luôn đúng. 

Bài tập 11. Với a > b > 0 ta biến dổi: 


7 - 4- — > 2 co a 2 4- b 2 > 2ab co (a - b) 2 > 0, luồn đúng, 
ba 


RVI1111 '<ìm; 11ÙMI mi v\ 

I. KIẾN THỨC CO BẢN 

1. BẤT PHƯƠNC TRÌNH MỘT Ẩn 

Thí du h Ta gọi các hộ thức: 

■ 2x + 3 < X - 2 là một bất phương trình với ấn sô X. 

■ 3y - 2 > y là một bát phương trình với ẩn sô y. 

từ đó ta có dược định nghía vẻ bất phương trình một ẩn: 

Một bất phương trình với Ổn X có dạng: 

A(x)> B(x) (hoặc A(x) < B(x), A(x) >B(x), A(x)<B(x)) 
trong đó vê trái A(x)yủ vế phai Bịxị ỉà hai biểu thức của cùng một biển X. 
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2. TẬP NGHIỆM CỦA BẤT PIIƯONỈỈ TRÌNH 

Tập hợp tất cà các nghiệm cùa một bất phương trình được gọi là tập 
nghiệm của bất phương trình đó. 

Thí dụ 2: Ta có: 

a. Tập nghiệm của bất phương trình X > 2 là tập hợp các số lớn hơn 2, tức là tập 
Ị xl X > 21, nó được biếu diẻn trên trục sỏ như sau: 

X 

0 2 

b. lạp nghiệm cùa bát phương trình X > 3 là tập hợp các sô lớn hơn hoặc bàng 
3, tức là tập Ị XỈ X > 3ị, nỏ dược biếu diẻn trên trục sò như sau: 

7^4 444 4 444 44 4 4 44 -i 

0 3 

c. Tập nghiệm của bất phương trình X < - 2 là tập hợp các số nhỏ hơn - 2, tức là 
tập I xl X < - 21, nó dược biếu diễn trén trục số .như sau: 

-2 0 

d. Tập nghiệm của bất phương trình X < 1 là tập hợp các số nhò hơn hoặc 
' bằng 1, tức là tập t xl X < 11, nó được biếu diễn trên trục số như sau: 

X 




Khi bài toán yêu cầu giải một bất phương trình , ta phải tìm tập nghiệm 
cùa bất phương trình dó. 

XhỊ 

du 3: Cho bát phương trình: X 2 - 4x < 3x. 


Kiểm tra xem các giá trị sau của X có phâi là nghiệm của bất phương trình trên 
hay không ? 

a. X = -2. b. X = 1 . c. X = 3. 

Giời 

a. Thay X = -2 và bất phương trình, ta dược: 

(-2) 2 - 4(-2) < 3(-2) <=> 4 + 8 < -6 o 12< -6, mâu thuần. 

Vậy, X = -2 khống phải là nghiệm của bất phương trình. 

b. Thay X = 1 và bất phương trình, ta được: 

1 2 — 4.1 <3.1 o 1 - 4 < 3 o -3 < 3, luôn dúng. 

Vậy, X = 1 là nghiệm cùa bất phương trình. 

c. Thay X = 3 và bất phương trình, ta dược: 

3 2 - 4.3 < 3.3 o 9 -12 < 9 o -3 < 9, luôn đúng. 

Vậy, X = 3 là nghiệm của bất phương trình. 
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3. BẤT PHƯỚNG TRÌNH TƯƠNG ĐƯƠNG 

Hai bất phương trình có cùng một tập nghiệm lả hai bất phương trình 
tương (ĩương. 

Thí du 4: Hai bất phương trình: X > 8 và 8 < X 

là hai bất phương trình tương dương, khi đó ta viết: X > 8 c=> 8 < X. 

Thí du §1 Các cặp bất phương trình sau có tương đương không ? Vì sao ? 


a. X 2 - 2 > X và X 2 > X + 2. 


b. X + — < i + — và X < 1. 
X X 


Giải 


a. Với bất phương trình: X 2 - 2 > X 

cộng 2 vào hai vế của bất phương trình, ta dược: 

X 2 - 2 + 2 > X + 2 o X 2 > X + 2 . 

Vậy, hai bất phương trình đã cho tương đương. 

b. Nhặn xét rằng, số 0 là nghiệm của bất phương trình thứ hai nhưng không là 
nghiệm của bất phương trình đầu. 

Vậy, hai bất phương trình đà cho khống tương đương. 

II. CÁC VÍ DỤ MINH HOẠ 

Výht h Cho bất phương trình: X 2 - 4x < 2x - 8. 

Kiểm tra xem các giá trị sau của X có phải là nghiệm của bất phương trình trên 
hay không ? 


a. X = 0. 


b. X = 3. 


c. X = 4. 


Giải 


a. Thay X = 0 và bát phương trình, ta dược: 0 < -8, mâu thuẫn. 

Vậy, X = 0 không phải là nghiệm của bất phương trình. 

b. Thay X = 3 và bất phương trình, ta được: 

3 2 - 4.3 < 2.3 “ 8 o 9 - 12 < 6 — 8 <=> —3 < -2. luôn đúng. 

Vậy, X = 3 là nghiệm của bất phương trình. 

c. Thay X = 4 và bất phương trình, ta được: 

4 2 - 4.4 < 2.4 - 8 <=> 16 - 16 < 8 - 8 o 0 < 0, luôn đúng. 

Vậy, X = 4 là nghiệm của bất phương trình. 

Ta có 0 < 0 cùng là một bất đăng thức đúng, bởi: 

•5* a > b khi và chí khi a > b hoặc a = b. 

Ví du 2: Viết thành bất phương trình và chi ra một nghiệm của nó từ các mệnh đề 
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a. Tổng của một số nào dớ và 4 lớn hơn 9. 

b. Hiệu của 8 và 3 lẩn sò nào dỏ nhó hơn 1 1. 

Giải 

a. Gọi sô cần tìm là X. 

Từ giả thiết "Tong cùa -\ và 4 lớn hơn 9", ta dược: X + 4 > 9. 

Ta có thể chọn X = 6 là I11ỘI nghiệm cùa hất phương trình trên, 
h. Gọi sổ cần tìm là X. 

Từ giả thiết "Hiệu nia 8 và J lân só'.\ nhỏ hơn //", ta dược: 8 - 3x < 11. 

Ta có thế chọn X = 0 là một nghiệm của bất phương trình trên. 

Ví du 3: Hãy chi ra hai nghiệm trái dấu cho các bất phương trình sau: 

a. Ix-3I <6. b. Ix+ II >8. 

Gi ái 

a. Ta chọn được hai nghiệm là X = - Ị và X = 6, thật vậy: 

■ Với X = -1, ta có: 1-1 - 31 < 6 o I - 41 < 6 o 4 < 6, luôn đúng. 

■ Với X = 6, ta có: 16 - 31 < 6 o 131 < 6 o 3 < 6, luôn dứng. 

b. Ta chọn dược hai nghiệm là X = 9 và X = 8, thật vậy: 

■ Với X = -9, ta có: 1-9 + 11 > 8 1-81 > 8 o 8 > 8, luôn đúng. 

■ Với X = 8. ta có: 18 + 11 > 8 o 191 > 8 o 9 > 8, luôn dúng. 

Ví du 4: Các cặp bất phương trình sau cổ tương đương không ? Vì sao ? 

a. X + 1 < 2x và 3x < 4x - 1. b. X > 3 và X 2 - 4x + 3 > 0. 

Giải 

a. Với bất phương trình: X + 1 < 2x 

cộng 2x - 1 vào hai vế của bát phương trình, ta được: 

X + 1 + 2x - 1 < 2x + 2x - 1 o 3x < 4x - 1 . 

Vậy, hai bất phương trình đã cho tương dương. 

b. Nhận xét rằng, X = 0 là nghiệm của bất phương trình thứ hai nhưng không là 
nghiệm của bất phương trình dầu. 

Vậy, oai bất phương trình đà cho không tương dương. 

III. CÂU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hỏi I: Cho một vài ví dụ về bất phương trình một ẩn. 

Câu hỏi 2: Cho ví dụ một bất phương trình vô nghiệm. 

Câu hỏi 3: Cho ví dụ một bất phương trình nghiệm đúng với mọi X. 

Câu hỏi 4: Thế nào là giải bất phương trình A(x) > B(x) ? 

Câu hỏi 5: Định nghía hai bất phương trình tương dương. 4 
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IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Viết tập nghiệm của bất phương trình sau bằng kí hiệu tập hợp và biếu 
diễn tập nghiệm đó trên trục số: 

a. 3 > X. b. X <-2. c. x> -1. d. X < 8. • 

Bài tập 2. Cho ví dụ một bất phương trình có: 

a. Tập hợp nghiệm là bất kì sô nào. b. Tập hợp nghiệm bàng 0. 

Bài tập 3. Tìm các số X thoả mãn cả hai bất phương trình sau: 

a. X > 3 và X < 8. b. X > 5 và X > 3. c. X > 2 và X < -1. 

Bài tập 4. Cho bất phương trình: lOx - 15 > X 2 + 6. 

Kiểm tra xem các giá trị sau của X có phải là nghiệm của bốt phương trình trên 
hay không ? 

a. X = 5. b. X = -2. c. X = 7. 

Bài tập 5. Cho bất phương trình: X + 20 > X 2 . 

a. Hãy kiểm tra xem các sỏ -5, 1, 3 có phải là nghiệm của bất phương trình 
không ? 

b. Gọi s là tập hợp các số X thoả màn - 4 < X < 5. Chọn một phần tử bất kì của 
tập hợp s, chứng tỏ nó là nghiệm của bất phương trình dã cho. 

Bài tập 6. Cho bất phương trình: X 2 + 3 > 4x. 

a. Hãy kiểm tra xem các sô 0. 2, 4 có phải là nghiệm cùa bát phương trình 
không ? 

b. Đật s = I X I X < 1 hoặc X > 3). Chọn một phần từ bát kì của tập hợp s, chứng 
tỏ nó là nghiệm cùa bất phương trì.nh đã cho. 

Bài tập 7. Viết thành bất phương trình và chi ra một nghiệm cùa nó từ các mệnh 
đề sau: 

a. Tổng cùa 3 lán số nào đó và 8 lớn hơn -1. 

b. Tổng của một số nào đó và 3 lớn hơn hoăc bằng 11.' 

c. Hiệu của 9 và 4 lần số nào đó không nhỏ hơn 8. 

Bài tập 8. Hãy chỉ ra hai nghiệm trái dấu cho các bất phương trình sau: 
a. Ix - 21 < 11. b. 13 - xỉ > 5. 

c. I2x + II > 3. d. II -3x1 <9. 

Bài tập 9. Các cặp bất phương trình sau có tương đương không ? Vì sao ? 

d. X < 1 và X 2 < 1. 

e. X > 3 và X 2 > 9. 


a. 2 - X < 0 và X - 2 > 0. 
'b. Ix - 21 < 0 và 12 - xỉ < 0. 
2 . 2 , 

c. X + - < 1 + - và X < 1. 


76 



V. HƯỚNG DẦN - ĐÁP SỐ 

Bài tập 1. 

a. s = { X€ R Ix < 31. b. s = I xeR I X < -2 Ị. 

c. s = (X€ R ix > - 1 1 . d. s = I X e R I X < 81 . 

Việc biếu diền tập nghiệm trên *ruc sổ dành cho các em học sinh. 

Bàỉ tập 2. 

a. Bât phương trình V + 1 > 0 cổ tập hợp nghiệm là bất kì số nào. 

b. Bất phương trình X 2 + ỉ < 0 có tập hợp nghiệm bàng 0. 

Bài tập 3. Ilm các sỏ X thoa mãn cả hai bát phương trình sau: 

a. 3 < X < 8. b. X > 5. d. Không tổn tại. 

Bài tập 4. 

a. X = 5 là nghiệm cùa bất phương trình. 

b. X = -2 không là nghiệm cua bât phương trình. 

c. X = 7 là nghiệm cùa bất phương trình. 

Bài tập 5. Học suilì tự ỉàm. 

Bài tập 6. Học sinh tự làm. 

Bài tập 7. Học sinh tự làm. 

Bài tập 8. Học sinh tự làm. 

Bài tập 9. 

a. Khi nhân hai vố cùa bát phương trình 2 - X <0 với -1, ta được: X - 2 > 0 
đó chính ỉà bất phương trinh còn lại. 

Vậy, hai bát phương trình là tương dương. 

b. Ta luôn có lal = 1-al non bát phương trình: 

Ix - 21 < 0 o l-(x - 2)1 < 0 c-> 12 - xl < 0 
dó chính là bất phương trinh còn lại. 

Vậy, hai bất phương trình là tương dương. 

c. Hai bất phương trình dã cho là không tương dương,'bởi: 

■ X = 0 là nghiệm cùa bất phương trình X < 1 . 

2 2 

■ X = 0 khổng thế là nghiệm của bất phưctng trình X + — < 1 + — . 

X X 

d. I lai bất phương trình dã cho là không tương đương, bởi: 

■ X = -2 là nghiệm cùa bất phương trình X < 1 . 

■ X = -2 không thể là nghiệm của bất phương trình X 2 < l . 

e. I lai bất phương trình dã cho là không tương dương, bởi: 

■ X = -4 tà nghiệm cùa bất phương trình X 2 > 9. 

■ X = 4 không thế la nghiệm cua bất phương trình X > 3. 
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BẤT PHƯƠNG TRÌNH 
BẬC NHẤT MỘT ẨN 

I. KIẾN THỨC CO BẢN 

1. HAI QUY TẢC BIỂN ĐỎI BẤT PHƯƠNG TRÌNH 
1.1. Quy tác chuyên vê 

Với các bất đảng thức, ta cổ thê biến đổi; 



a + b<coa + b- c<0-> chuyên vé và dổi dấu 

và với các bất phương trinh chúng ta cũng có được quy tắc như vậy, cụ thê: 

(Quy tấc chuyển vế). Khi chuyển một hạng tử của bất phương trình từ vế 
này sang vế kia ta phải dối dấu hạng tử dó. 

Sử dụng quv tác trên, bước đáu chúng ta cỏ thế giải được một vài bất phương 
trình đơn gián, thí dụ sau sẽ minh hoạ điều này. 

Thí du 1 1 Sư dụng quy tắc chuyến vê giải các bất phương trình sau và hãy biểu 
diền tập nghiệm cùa nó trên trục sô: 


a. X + 3 < 4. b. 3x > 2x - 2. 

Giải 

a. Sử dụng quy tác chuyến vế, biến dối phương trình về dạng: 
x + 3<4ox<4-3o\< ỉ. 

Vậy, bất phương trình có nghiệm X < ỉ và ta có biểu diền: 

- Ì —V/ Y ///X 

0 Ị 

b. Sử dụng quy tắc chuyển vế. biến dối phưcmg trình về dạng: 
3x > 2x - 2 o 3x. - 2x > - 2 <=> X > - 2. 

Vậy. bất phương trình có nghiệm X > - 2 và ta có biểu diễn: 

//////\ - +■ - * 

■ _2 0 

1.2. Quy tác nhân với một sô 

Với các bất dẳng thức, ta có thế biến đổi: 


2a + 4b > - 2 o 1 + 2b = -1 —> nhản cả hai vế với _ > 0 

2 

hoặc chia cả hai vé cho 2 > 0) 

-3a < 6 o a > -2 -> nhân cả hai vế với - ~ < 0 

3 


(hoặc chia cả hai vế cho -3 < 0) 
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và với các bất phương trình chúng ta củng có được quy tắc như vậy, cụ thể: 


(Quy tắc nhản vói một sô). Khi nhún (hoặc chia) cả hai vê của hát phiửmg 
trình với cùng một so khúc 0. tư phai: 

1. Giữ nguyên chiêu cùa hãt phưcmg trình nếu số dỏ dương. 

2. Đôi chiêu cùa hất phương trình nếu so dó ám. 

sư dụng quy tác trên, bước đáu chung ta có thế giải được một vài bất phương 
trinh đơn giản, thí dụ sau sẽ minh hoa diều này. 

Thí dụ 2; Sir dụng quy tác nhân với một số giai các bất phương trình sau và hãy 
biếu điền tập nghiệm cua nó trên trục số: 

a. 3x < -6. b. - ị X > - 2. 

*> 


Giúi 

a. Sử dụng quy tác nhân với một sò, biến đòi phương trình về dạng: 
3x < -6 <=> X < - 2 . 

Vậy, bất phương trình có nghiệm X < -2 và ta có biểu điền: 

- * ///////// *> 

0 

b. Sừ dụng quy tãc nhân với một số, biến dôi phương trình vè dạng: 

- - X > - 2 o X < 4. 


Vậy, bất phương trình có nghiệm X < 4 và ta có biểu diễn: 

-t— W//X 

0 4 


Chú ý : Tiếp theo, chứng ta minli hoa viéc su dụng đồng thời hai 
quy tắc biến đoi bất phương, trình đê bước đầu làm quen với 
việc giải một bât phương trình. 

Thí du 3: Sừ dụng hai quy tac biến dổi bất phương trình dc giài các bất phương 
trình sau: 

a. 3x > X + 8. b. x : + 2x > X 2 - 4. 

Giãi 

a. Sử dụng lán lượt các quy tác, biến dbi bút phương trình về dạng: 

3x - X > 8 <=> 2x > 8 <-> X > 4. 

Vậy, bất phương trình có nghiệm X > 4. 

b. Sử dụng lán lượt các quy tác. biến dổi bất phương trình về dạng: 
x ? 4- 2x > X 2 - 4 o X + 2x - X > - 4 <=> 2x > -4 o X > -2. 

Vậy, bất phương trình có nghiệm X > -2. 
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1. Trong lời giải các phương trình trên, chúng ta đã 
thừa nhậrì rằng kết quả " Từ một bât phươĩig trình, 
dùng quy tắc chuyên vê hay quy tắc nhân, Lì luôn 
nhặn dược một bất phương trình mới tương đương 
với bất phương trình dã cho 

2. Củng chính nhờ những quy tắc này mà việc chúng minh 
một bất đáng thức sè đơn giản hơn rất nhiều - Điểu Iicìy 
chúng ta sẽ gặp lại trong chủ dề chuyên sâu về hít dáng 
thức Ởcuôỉchương. 

2. ĐỊNH NGHĨA PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT MỘT ẨN 

Định nghửi Bất phưcrtìg trình dạng: 

ox + b > O.ox + b < 0, (IX + h < 0, CLX + b > 0, 
với (ỉ và b là hai sô dã cho vù a *0 , dược gọi lả bất phưcmg trình bậc nhất 
một ẩn. 

Thí du 4: Tìm điều kiện của tham số m đê phương trình sau là phương trình bậc 
nhất một án: 

a. (m 2 - 2m)x 2 + mx + 3 > 0. b. mx + (m 1 )y + 4 < 0. 

Già ị 

a. Để bất phương trình: (nr - 2m)x : + IT 1 X + 3 > 0 

là bất phương trình bậc nhát một án khi và chỉ khi: 

m 2 - 2m = 0 [ m( m - 2) = 0 í m = 0 hoặc m = 2 

c=> < <=> < o ni = 2. 

m * 0 [ m * 0 [ m * 0 

Vậy, với m = 2 bất phương trình đã cho là một bất phương trình bậc nhất một 
ân X. 

b. f)c bất phương trìnỊi: mx + (m - 1 )y + 4 < 0 
là bất phương trình bậc nhất một ẩn có hai trương hợp: 

Trường hợp /: Nỏ là bất phương trình bậc nhất một ẩn X khi và chi khi: 

m * 0 m * 0 

o c> m = 1. 

m - 1 = 0 m = 1 

Trường hợp 2: Nó là bất phương trình bậc nhất một án y khi và chi khi: 

m = 0 í m = 0 

o i o m = 0. 
m - 1 * 0 [m * 1 

Kết luận: 

■ Với in = 1 , bất phương trình đã cho là một bất phương trình bậc nhất một ẩn X. 

■ Với m = 0, bát phương trình dã cho là một bất phương trình bậc nhất một ẩn y.. 
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Bất phương trình bậc nhất một ẩn dạngtax + b > 0, a 
được giải như sau: a.x + b > 0 Oax > -b. 

■ Với a > 0, tư dược x> -. 

a 

■ Với a <0,ĩa được X < -- . 

__ ' a_Lr__ 

Thí du 5: Giải các bất phưcmg trinh sau: 

a. 2x - 3 > 0. b. 6 - 3x < 0. 

Giải 

. . # . ^ ^ 3 

a. Biến đối tương dương bất phương trình ve dạng: 2x > 3 o X > ị. 

Vậy, bất phương trình có nghiệm X > . 

b. Biến đổi tương đương bất phương trình về dạng: -3x<-6ox>2. 

Vậy, bất phương trình có nghiệm X > 2. 

II. CÁC Ví DỤ MINH HOẠ 

Ví du JLị So sánh số a với số b, biết: 

a. X < 2 o (a - b)x < 2(a - b). b. X > 8 <^> (a - b)x < 8(a - b). 

Giải 

a. Nhận xét rằng: 

■ Hai bất phương trình X < 2 và (a - b)x < 2(a - b) là hai bất phương trình 
cùng chiều. 

■ Bất phương trinh thứ hai có được sau khi nhân hai vế của bất phương trình 
thứ nhất với sổ (a - b). 

Suy ra: a - b > 0 C3- a > b. 

b. Nhận xét rằng: 

■ Hai bất phương trình: X > 8 và (a - b)x < 8(a - b) 
là hai bất phương trình ngược chiều. 

■ Bất phương trình thứ hai có dược sau khi nhân hai vế của bất phương trình 
thứ nhất với số (a - b). 

Suy ra: a - b < 0 <=> a < b. 

Ví-dy 2; Giải các bất phương trình sau: 

a. - 4x + 12 > 0. 

b. 3 - 4x > 19. 

c. (m 2 + 1 )x -m 4 < -1, với m là tham số. 
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Giải 


a. Biến đổi tương dương bất phương trình về dạng: - 4x > -12 o X < 3. 

Vậy. bất phương trình có nghiệm X < 3. 

b. Biến đổi tương dương bất phương trình về dạng: 

- 4x > 19 -3 o - 4x > 16 o X < -4. 

Vậy, bất phương trình có nghiệm X < -4. 

c. Biến dổi tương dương bất phương trình về dạng: (m 2 + 1 )x < m 4 - 1. (*) 

Vì m 2 + 1 luôn dương với mọi m nên khi chia cả hai vế của bất phương trình 
(*) cho m 2 + 1 thì dấu bất phương trình không thay dổi. cụ thê ta được: 


X < 


m 4 - 1 (m 2 - l)(m 2 + 1)_2, _2 , 

—r— 1 = -- = m - 1 <=> X < m -1. 


m 2 + I m“ + 1 

Vậy. bất phương trình có nghiệm X < m 2 -1. 

VLdu. 3: Cho bất phương trình: (m 2 - 2m)x + 1 < m. 

'3iải bất phương trình trong mỗi trường hợp sau: 

a. m = l. b. m = 2. c. m = 3. 


Giải 


a. Với m = 1, bất phương trình có dạng: 

(l 2 - 2.1)x + 1 < 1 o -x<0<=>x>.0. 

Vậy, với m = 1 bất phương trình có nghiệm X > 0. 

b. Với m = 2, bất phương trình có dạng: 

(2 2 - 2.2)x + 1 < 2 <=> Ox < 1, luôn đúng. 

Vậy, với m.= 2 bất phương trình nghiệm đúng với mọi X. 

c. Với m = 3, bất phương trình có dạng: 

(3 2 - 2.3)x +1<3<=>3 x<2<=>x<^. 


Vậy, với m = 3 bất phương trình có nghiệm X < 


Vi du 4: Tim X để A < 0, biết: A = 1 - 


2x + 3 


Giải 


Trước tiên ta đi rút gọn biểu thức A: 

. , 2x + 3 2 - 2x - 3 -2x - 1 

A = 1 ——— =---= —-- 
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- . ^ , - 2 x - 1 ^ ^ 1 

Đe A < 0, ta phải có: —“—- < 0 <=> -2x - 1 < 0 o -2x < 1 ox>~ 7 . 

2 2 

Vậy, với X > - 7 - thoả mãn điều kiện dầu bài. 

2 

III. CÂU HỞI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Cảu hỏi 1: Định nghĩa bất phương trinh bậc nhất một ẩn và cho ví dụ. 

Câu hỏi 2: Phát biểu hai quy tác biến dổi bất phương trình. 

Câu hòi 3: Hai quy tác biến dổi bất phương trình cùng giống như hai quy tắc 
biến dổi phương trinh. Điều này có đúng không ? 

Câu hỏi 4: Nếu phương pháp giải bất phương trình bậc nhất một ẩn. 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Hãy nhân hai vế của mỗi bất phương trình sau với một số thích hợp để 
đưa bất phương trình về dạng X < a hoặc X > a: 

a. 2x > -4. b. ịx<3. c. 8x > 32. d. 27x >-3. 

3 

Bàỉ tập 2. Dùng các phép biến dối tương đương để đưa các bất phương trình sau 
vé dạng X < a hoặc X > a: 

a. 3x + 2 < 8 . b. 5 - 4x < -7. 

c. (2m 2 + l)x - 4m 4 < -1, với m là tham số. 

Bài tập 3. So sánh số a với sô b, biết: 

a. X > 6 o (a - b)x < 6 (a - b). b. X > 2 o (a - b)x > —2(b - a). 

Bài tặp 4. Tìm điều kiện của tham sô m để bất phương trình sau là bất phương 
trình bậc nhất một ấn: 

a. m(m 2 - 1 )x 2 + mx + 6 > 0 . b. mx + (m + 2 )y + 8 < 0 . 

Bài tập 5. Giải các bất phương trình: 

a. 2x - 1 > 3. b. 8 - 4x < 6 . 

Bài tập 6 . Tun x biết: 

a. 2x-l>0. c. x 2 -5x<x 2 +l. 

b. 8 - 4x < 0. d. 2x + 1 > 5x - 2. 


Bàl tập 7. Tim X để biểu thức sau có giá trị dương: 


a. 7 -X- 3 . 
2 


b. 5 x 2 + 11. 


3-2x 
x 2 + l 


2x 2 -4x 
X - 2 
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Bài tập 8. Cho bất phương trình: (rrr ~ 4m + 3)x + 1 > m. 
Giải bất phương trình trong mỗi trường hợp sau: 
a. m = 0. b. tn = ỉ. c. m = 3. 

Bàì tập 9. Với giá trị nào cùa m thi phương trình ấn x: 

a. x-3 = m + 4có nghiệm lớn hơn 2. 

b. 2x - 3 = 2m + 8 có nghiệm dương. 

c. 3x - i = 6m + 8 có nghiệm không nhò hơn 6. 

V. HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ 


Bài tập 1. Học sinh tự làm. 

Bài tập 2. 

a. X < 3. 

b. X > 3. 

c. Ta biến đổi: (2m 2 + l)x -4m 4 < -1 <=> (2m 2 + l)x < 4m 4 -l 

o (2m 2 + 1 )x < (2m 2 + 1 )(2m 2 - 1). (1) 

Vì 2m 2 + 1 > 0 với mọi m nên: (1) o X < 2m 2 - 1. 


Vậy, bất phương trình dược chuyển thành X < 2m 2 - 1. 

Bài táp 3. 

a. a < b. b. a > b. 

Bài tập 4. 

a. Để bất phương trình: m(m 2 - 1 )x 2 + mx + 6 > 0 
là bất phương trình bậc nhất một ẩn khi và chỉ khi: 


m(m 2 — 1) = 0 
m * 0 


m - Ohoặcm - ±1 

<> m = ± 1. 

m * 0 



Vậy, với m = m(m 2 - l)x 2 4 mx 4 6 > 0 bất phương trình đã cho là một bất 
phương trình bậc nhất một ẩn X. 
b. Để bất phương trình: mx + (m + 2)y + 8<0. 

là bất phương trình bậc nhất một ẩn có hai trường hợp: 

Trưởng hợp I: Nó là bất phương trình bậc nhất một ẩn X khi và chi khi: 


m * 0 
m + 2 = 0 




m *■ 0 
m = -2 


<=> m = -2. 


Trường hợp 2: Nó là bất phương trình bậc nhất một ẩn y khi và chi khi: 


m = 0 
m + 2*0 


<=> 


m = 0 

- _ o m = 0. 

m * -2 


Kết luận: 

■ Với m = -2, bất phương trình đã cho là một bát phương trinh bậc nhất một ấn X. 

■ Với m = 0, bất phương trình đã cho là một bất phương trinh bậc nhất một ẩn y. 
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Bài tặp 5. 

a. X > 2. 

Bài tập 6. 

a. X > - 7 . b. X > 2. 

2 

Bài tập 7. 

a. X > 6. 

3 

c. X < — . 


b. X > 


c. X > 


d. X < I. 


b. Mọi X. 

(1. Trước tién ta cần có X * 2. 


Khi đó. điểu kiện là: 0 < 


2x 2 - 4x _ 2x(x - 2) 


= 2x <=> X > 0. 


X - 2 X - 2 

Vậy điều kiện đế biểu thức dương là 0 < X * 2. 

Bài tập 8. Viết lại bất phương trình: (m 2 - 4m + 3)x > m -1. 

a. Với m = 0, bất phương trình có dạng: 3x > — 1 o X > - - . 

3 

Vậy, với m = 0 bất phương trình có nghiệm X > - ^ . 


b. Với m = 1, bất phương trình có dạng: Ox > 0. luôn đúng. 

Vậy, với m = 1 bất phương trình nghiệm đúng với mọi X. 

c. Với m = 3. bát phương trình có dạng: Ox > 2, mâu thuần. 

Vậy. với m = 3 bất phương trình vô nghiệm. 

Bài tập 9. Với giá trị nào cùa m thì phương trình ẩn x: 

a. Phương trình có nghiệm: X = m + 7 

Khi dó, để nghiệm cua phương trình lớn hơn 2 điểu kiện là: 
m + 7 > 2 <=> m > -5. 

Vậy, với m > -5 thoả mãn điểu kiện đầu bài. 

b. Phương trình có nghiệm: X = m + ~ . 

2» 

Khi đó, dể nghiệm của phương trình dương điều kiện là: 

. ậ 11 n 11 

m + — > 0 m > - ~ . 

2 2 

Vậy, với m> - ~ thoá mãn diều kiện đầu bài. 

2 • 

c. Phương trình có nghiệm: X = 2m + 3. 

Khi dó, dế nghiệm của phương trình không nhỏ hơn 6 điểu kiện là: 

2m + 3 > 6 <=> m > - . Vậy, với IĨ 1 > T thoả mãn diều kiện đáu bài. 

2 2 
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BẤT PHƯƠNG TRÌNH BƯA 

ĐƯỢC VỀ DẠNG BẬC NHAT 

• • • 


I. PHƯƠNG PHÁP 


Với những bất phương trình đưa được về dạng ax + b ế 0 thông qua các phép biến 
đổi dại số thông thường, phương pháp giải được minh hoạ bởi các thí dụ sau: 

Thí du ị: Giải bất phương trình: 3(2x - 1) - (5x + 3) < - X. 

Giải 

Biến đổi phương trình về dạng: 

6x-3-5x-3 < — X —> Thực hiện phép tính để bò dấu ngoặc 
o 6x - 5x + X < 3 + 3 -> Chuyển các hạng tứ chứa ẩn sang VT, các hằng số 

sang \ p. 

o 2x < 6 —> Thu gọn, ta nhận dược bất phương trình dạng ax -~b 

<=> X < 3. -» Sử dụng quy tắc chia để nhận được nghiệm cùa bất 

phương trình. 

Vậy, bất phương trình có nghiệm x < 3. 

Thí du 2: Giải bất Dhươne trình: -—- - 1 > 8 + —— . 

— ” 4 3 


Giải 

Biên dối bất phương trình về dạng: 

3(x-l)-12 ^ 96 + 4<x+l) v .._ * ,. 

— --- > -:- —► Quy dóng mâu sô liai vẽ. 

12 12 

<=> 3x - 15 > 100 + 4x -> Nhàn hai vế với 12 dể khử mẩu. 

<=> -4x + 3x > 100 + 15 —> Chuyển các hạng tử chứa ẩn sang \T, các hàng 

số sang VP. 

<o -X > 115 <=> X < -Ị 15. —> Thu gọn. 

Vậy, bát phương trình có nghiệm X < -115. 



Như vậy, để giải nhừng bất phương trình đưa được vế dạng 

ax + b ^ 0 hoặc ax ^ - b, ta thực hiện theo các bước: 

Bước 1: Bằng việc sử dụng phép toán bỏ dấu ngoặc hay 
quy đồng mẫu ... để biến đôi bất phương trình 

ban đầu về dạng ax + bặ 0 hoặc ax ỉ - b. 
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Bước 2 Giải bát phương trinh nhận được, từ đỏ kết luận. 
Tuy nhiên, trong một số trưởng hợp chúng ta cần linh hoạt để 
nhận được những cách biên đôi đí in gian hơn, tlú dụ: 


2 3 12 

co (x - 2)( ị + - + 7- ) < 0 co X - 2< 0 <=> X < 2. 

2 3 12 

Quá trình biến đổi bât phương trình có tliế dẫn đến 
trường hợp đặc biệt là hệ sô cùa ẩn bằng 0. Khi dỏ, bất 
phương trình cỏ thể vô nghiệm hoặc nghiệm đúng với 
mọi X, thí dụ: 

■ Bất phương trình: 

3x + 1 < 3x - 1 co 3x - 3x < - 1 - 1 co 0 < - 2 
=> Bất phương trình vỏ nghiệm. 

■ Bất phương trình: x + 2<x + 6cox-x<6-2co0<4 
=> Bất phương trình nghiệm đủng với mọi X. 


II. CAC VI DỤ MINH HOA 


Ví du 1: Giải bất phương trinh: 11 - 3(x + 1) > 2(x - 3) - 5. 

Giải 

Biến đồi bất phương trinh về dạng: 

11 - 3(x + 1) > 2(x - 3) - 5 co 11 ~ 3x - 3 > 2x - 6 - 5 

19 

<0 -3x - 2x > -6 - 5 - 11 + 3 co -5x > - ỉ 9 <0 X < ~ . 

5 

. _ , , 19 

Vậy, bất phương trinh có nghiệm X < . 

5 

X-3 X — 3 

Ví du 2: Giải bất phương trinh: 3 - < X - — . 

Giải 

Ta có thể lựa chọn một trong hai cách giải sau: 

Cách 1: Nhàn ha* vế của bất phương trinh với 24, được: 

72 - 2(x - 3) < 24x - 3(x - 3) <0 72 - 2x + 6 < 24x - 3x + 9 
<o- -2x - 24x + 3x < 9 - 72 - 6 o -23x < -69 o X > 3. 

Vậy, bất phương trình có nghiệm X > 3. 

X — 3 X — 3 

Cách 2: Biến đổi bất phương trinh về dạng: ~~~ ” X + 3 - ị 2 < ^ 

o (x - 3)( ì - 1 - -!- ) < 0 0 X - 3 > 0 <0 X > 3. 

8 12 

Vậy, bất phương trinh có nghiêm X > 3. 
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Ví du 3: Cho biểu thức: A = 


6 2 

Tìm các giá trị của X sao cho giá trị của A lớn hơn -1 nhưng nhỏ hơn ỉ. Biêu 
điền trên trục số các giá trị tìm được của X. 

Giải 

Trước tiên ta đi rút gọn biểu thức A: 

A _ X + 1 X - 2 _ X + 1 - 3(x - 2) _ X + 1 - 3x + 6 _ 7 T- 2x 

í\ — — — — 


6 2 6 
■ Để A >-1 điều kiện là: 

7 - 2x ' 


13 


> -1 7 - 2x > -6 <I> -2x > -6 - 7 o X < 

6 2 


Để A < 1 điểu kiện là: 


7 - 2x 1 

'*• —- <1 o 7 - 2x < 6 <=> -2x < 6 - 7 o X > 2- 

6 2 

13 


Vậy, để có duợc -1 < A < 1 điều kiện là -7 < X < -2- và ta có biếu diẻn: 

2 2 


</tYA/Á - 


Yt 


/ s / / /ỵ, 

0 1/2 13/2 

Cách biểu diễn trên trục được thực hiện như sau: 

, % # ..., 1 x 13 

1. Xác dinh vị trí của các điếm 2- và . 

2 2 

’ 1 , 13 

2. Giữ nguyên đoạn thảng từ điếm Ỷ đến diêm 


3. Gạch chéo phần còn lại, gạch cả điểm - và -y-. 

Ví du 4: Trong cuộc thi bắn súng, mỗi hạ thủ được bán 10 phát. Mỗi lần trúng 
đích dược 5 điểm* mỏi lần trượt bị trừ 1 điểm. Xạ thủ nào dạt được 30 diêm trở 
lên thì được thưởng. Hỏi xạ thủ phải bắn trúng đích bao nhiêu lần dược thường ? 
Giải 

Gọi số lần bắn trúng đích là X. điểu kiện X G N, 0 < X < 10. (*) 

Vì: 

■ Mỗi hạ thù được bắn 10 phát nén số lần bắn trượt là 10 - X, khi đó tổng sô 
điểm dạt dược là 5x - í 10 - X). 
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■ Muôn được thưởng, tống số diêm phải dạt từ 30 (liếm trờ lên, do dó: 

5x - (ỉ 0 - x) > 30 o 5x ~ 10 + X > 30 <=> 6x > 40 o X > . 

Kết hợp với diều kiện (*), ta dược: 

20 

X € N, —- < X < 10 => X = 7, X = 8 , X = 9, X = 10. 

3 

Vậy, để nhặn được thường thì số lần bắn trúng đích phải là 7 lần, hoặc 8 lần, 
hoặc 9 lán, hoác 10 lần. 

III. CẦU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 


Càu hỏi 1: Nêu các bước giãi những bát phương trình đưa được vê dạng bất 
phương trình bậc nhát một an. 

IV. BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 

Bài tập 1. Giải các bất phương trình sau và hãy biểu diễn tập nghiệm cùa nó trên 
trục số: 

a. 3x - 5 > 2x. b. 3x < 2x + 3. 

c. 2 + 2x < 2(x + 2). d. 2x - 3 > 5 - (3 - 2x). 

Bài tập 2. Ciiải các bất phương trình sau và hãy biêu diễn tập nghiệm của nó trên 
trục số: 

a. 5x - 2 < 2(x - 1) - (2 - 3x). 

b. (X - 3)(x + 3) < x(x - 6). 

Bài tập 3. Ciiải các bất phương trinh: 

a. X 2 + 2(x - 3) - 1 > x(x 4- 5) + 5. 

c. (x 4- 2)(x + 4) < (x - 2)(x 4- 8) 4- 26. 

Bài tập 4. Giải các bát phương trình sau và hãy biểu diễn tập nghiệm của nó trên 
trục sô: 


c. (X - 2) : > x(x + 3). 

d. (X 4- 2Ý > 2x(x 4- 2) 4- 4. 

b. (X - 1 )(x 4- 5) < (x - 3)(x 4- 5). 


X4-2 x-2 , 

a. —-——- < 1. 


c. 


3 ' 4 

2x4-1 x-2 


b. 


2x - 


4-2< 


5x - 1 
8 


<3. 


6 2 

Bài tập 5. Giải các bất phương trình: 

- X 4 1 3x 4 2 X , 
a. 2x - —— 4- — 7 — > 4- 3 . 

3 6 2 


2x - 7 4 - 3x 

d. —-— < - ■ - 

3 9 

x + 4 


b. 


- X 4- 3 < 


X 4- 2 X -1 


5 
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Bài tập 6. Giải các bất phương trình: 

5x~l 3x + l • 1 — X 2x — 3 

a. 1——— >0. c. ——+ —-—<0. 

52- 3 12 

, 2x - i 3x + 4 

b. —7-—-—<0. 

4 6 

Bài tập 7. Tìm các số tự nhiên n thoả màn bất phương trình: 

a. 3(4n - 5) < 2n + 27. b. (n + 2) 2 - 40 < (n - 3)(n + 3). 

Bài tập 8. Tim các giá trị của X thoả mãn cả hai bất phương trĩnh sau và biểu diền 
trên trục sò: 

a. 6x - 3 < 4x - 1 và 5x + l > 3x - 3. b. 3x - 1 > X - 2 và 4x - i > 2x - 3. 
Bài tập 9. Tim giá trị của X để biểu thức sau có giá trị dương: 



5 - 2x 

^ X + 27 

> 

II 


c. c = -—— 


X 2 +4 

5 


2x - 5 . 5x -2 


b. B - 

+ 



6 3 



Bài tập 10. Cho biểu thức: A = 
a. Rút gọn biểu thức A. 

V. HƯỚNG DẪN - ĐÁP số 


X + 5 


lx + 1 x-1 Ị — X 


2x + 1 
x 2 -l 


b. Tìm các giá trị của X dể A > 0. 


Bài tập 1. 

a. X > 5. b. X < 3. c. Mọi X. d. 0. 

Việc biểu diển tập nghiệm trèn trục sô dành cho các em học sinh. 

Bài tập 2 .Giải các bất phương trình sau và hãy biểu diễn tập nghiệm của nó trên 
trục số: 

_ ,3 4 

a.'0. b. x<~. c. x<-. d. x = 0. 

2 7 

Việc biểu diễn tập nghiệm trên trục số dành chó các em học sinh. 

Bài tập 3. 

a. Biến đổi bất phương trình về dạng: 

X 2 + 2x - 6 - 1 > X 2 + 5x + 5 o 3x < -12 <=> X < -4. 

Vậy, bất phương trình có nghiệm X < -4. 

b. Biến dổi bất phương trinh về dạng: 

(x + 5)(x - 1 - X + 3) < 0 o X + 5 < 0 <=> X < -5. 

Vậy, bất phương trình có nghiệm X < -5. 

c. Mọi X. 
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Bài tập 4. Giải các bất phương trinh sau và hãy biểu diên tập nghiệm của nó trên 
trục sô: 

25 


a. X < -2. 


b. X > 15. 


c. X > -11. 


đ. X < 


Việc biểu diẻn tập nghiệm trên trục sô dành cho các em học sinh. 

Bàỉ tập 5. 


a. X > 


5 


b. X > 


79 

19 


Bài tập 6. 


a. X < - 


5 


b. Mọi X. 


c. X > 


Bài tập 7. 

a. Biến đối biếu thức về dạng: lOn < 42 <=> n < 4,2 
Suy ra, ta chọn được n = 0, n = 1, n = 2, n = 3, n = 4. 

b. Biến đối biếu thức về dang: 4n < 25 o n < 6,25 

Suy ra, ta chọn được n = 0, n = 1, n = 2, n = 3, n = 4, n = 5, n = 6. 
Bài tập 8. Việc biểu diễn tập nghiệm trên trục sô dành cho các em học sinh. 

a. Ta lần lượt giải các bất phương trình: 

6x - 3 < 4x - 1 <=> X < 1. 

5x+l>3x-3ox> -2. 

Vậy, với -2 < X < 1 thoà mãn cả hai bất phương trình. 

b. Ta lần lượt giải các bất phương trình: 

3x - 1 > X - 2 c> X > - - . 


4x - 1 > 2x - 3 o X > -1. 

Vậy, với X > - ^ thoả màn cả hai bất phương trình. 

Bài tập 9. Tìm giá trị cùa X dể biêu thức sau có giá trị dương: 


a. X < 


3 

b. X > -7. 

4 


c. X < 13. 


Bài tập 10. Đế A có nghía điểu kiện là X * ± 1. 

X - 1 - 2( X + 1 ) + X + 5 x 2 -l _ 2 

2x + 1 ~ 2x + 1 


a. Ta có: A = 


2 

x“ - 


_ a . 2 „ „ t 1 

b. Đe A > 0, diều kiện là: - -- - -- > 0 o 2x + 1 >0<=>x>--7. 

2x +1 2 

Vậy, dê A > 0 diều kiện là - ị < X * 1 . 

2 
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BẤT PHƯƠNG THÌNH 
CÓ HỆ SỐ CHỮ 

I. KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. ĐẶT VÂN ĐỂ 

Chúng ta sẽ bát đầu với việc giải bất phương trình: 

8 

ax - 8 < 0 cr> ax < 8 <r> X < - . 

a 

8 

Vậy, bất phương trình có nghiệm X < - . 

a 

Ta thây ngay: 

1. Với a = 1 thì nghiệm là X < 8, tức lời giải trên là đúng. 

8 

2. Với a = 0 thi — không xác định đo đó lời giải trên lả sai. 
a 

3. Với a = -2 thì theo cách giải trên ta nghiệm là X < -4. 

, Tuy nhiên, thực tê với a - -2 bất phương trình có dạng: 

- 2x - 8 < 0 <^> -2x < 8 <=> X > -4. 

Tức lời giải trên là sai. 

Như vậy, khi giải bất phương trình có hệ số chữ, ta cần chú ý 
dêh các trường hợp nhỏ hơn 0, bàng 0 vả lớn hơn 0 của hệ sô' 
của X, đó được gọi là " Giải Vcì biện luận bất phương trình theo 

thcìm sô 

2 . GIẢI VÀ BIỆN LUẬN PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẢ I MỘT Ẩn 

Bài toán: Giải và biện luận phương trình 
_ax_+ b < 0. 

PHƯƠNG PHÁP CHUNG 

Viết lại bất phương trình dưới dạng: ax < -b. (1) 

Ta xét ba trường hợp: 

Trường hợp I: Nếu a = 0=^(l)o0<-bob<0. 

Vậy, ta dược: 

• Nếu b < 0, bất phương trình nghiệm đúng với mọi X. 

• Nếu b > 0, bất phương trình vố nghiệm. 

Trưởng hợp 2: Nếu a>0n>(l)ox<- —. 

a 

Trường hợp 3: Nếu a<0=>(l)ox>- —. 

a 




92 




Kết luân: 

Với a = 0 và b < 0, bất phương trinh nghiệm dứng với mọi X. 
Với a = 0 và b > 0, bất phương trình vô nghiệm. 

Với a > 0, nghiệm của bất phương trình là X < — — . 

a 

Với a < 0, nghiệm cùa bất phương trình là X > —. 

a 

Thí du 1 ; Ciiải và biện luận bất phương trình: mx + 1 < - m 2 . 

Giải 

Biến dổi bất phương trình vé dạng: mx < - m 2 - 1. (1) 

Xét ba trường hợp: 

Trườn# hợp Ị : Với m = 0. ta dược: (1) o 0 < -1, mâu thuẫn. 

m 2 + l 5 

Trường hợp 2: Với m > 0, ta dược: (1) o X < - —— . 

m 

2 

Trường hợp 3: Với m < 0. ta dược: (1) o X > - - ‘ . 

m 

Kết luận: - Với m = 0, bất phương trình vô nghiệm. 

m 2 I 

- Với m > 0. bát phương trình có nghiệm là X < - 

m 

- Với m < 0, bất phương trình có nghiệm là X > - m — 

m , 

II. CÁC VÍ DỤ MINH HOA 


Ví du ỵ Giải và biện luận bát phương trinh: mx - 2 > X - 3m . 
Giải 


Viết lại bất phương trình dưới dạng: (m - l)x > 2 - 3m. 

Xét ba trương hợp: 

Trường hợp /: Với m - 1 = 0 o m = 1. 

(1) <=> Ox > -1 (luôn đúng), bất phương trinh nghiệm đúng Vx. 
Trưởng lụrp 2: Với m - 1 > 0 o m > 1. 


([)<=> \> -—^, là nghiệm của bất phương trình, 
m -1 

Trường hợp 3: Với m-l<0om<l. 

2 

([)<=> \< -—, là nghiệm của bất phương trình. 
m-1 

Kết luận: - Với m = 1, bất phương trình nghiệm dúng với mọi X. 

2_3 m 

- Với m > 1, bất phương trình có nghiêm là X >-—— 

m -1 


- Với m < 1, bất phương trình có nghiêm là X < 


2-3m 


m -1 




Ví du 2: Tìm m đê bất phương trình: nrx + 4m - 3 < X + m 2 vô nghiệm . 
Giải. 


Viết lại bất phương trình dưới dạng: (m 2 - 1 )x - (m 2 - 4m + 3) < 0. 
Khi dó, bất phương trình vô nghiệm: 


. fm 2 -i=0 
c=> < <=> 

[-(m 2 -4m + 3)£ 0 


m = ±1 

c=> m = 1. 

1 < m < 3 


Vậy, với m = 1 bất phương trình vô nghiệm: 

Ví du 3: Xác định m sao cho hai bất phương trinh sau tương đương 
(m - 1 )x - m + 3 > 0 và (m + 1 )x - m + 2 > 0. 

Giâi 


Viết lại các bất phương trinh dưới dạng: (m - 1 )x > m - 3 

(m + l)x > m - 2. 

Ta di xét các trường hợp: 

Trường hợp ỉ: Nếu m = 1. 

(1) o Ox > -2, luôn dúng. 

(2) <=>x>-~. 

2 


Vặv, (1) và (2) không tương dương. 
Trường hợp 2: Nếu m = -1. 


(1) o X < 2. 

(2) o0x> -3, luôn đúng. 

Vậy, (1) và (2) không tương dương. 
Trường lụrp 3: Nếu m * ± 1. 


Khi dó, (1) và (2) tương đương o 


(m - l)(m + 1) > 0 
I m-3 m-2 <^>m 


l m - 1 m + 1 

Vậy, với m = 5, hai bất phương trình tương dương với nhau. 



III. CÂU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 


( 1 ) 


Ợ) 

( 2 ) 


Câu hỏi 1: Hãy trình bày phương pháp giải và biện luận bát phương trình: ax + b < 0. 
Câu hỏi 2: Hãy trình bày phương pháp giải và biện luận bất phương trình: ax + b < 0. 
Câu hỏi 3: Hãy trình bày phương pháp giải và biện luận bất phương trình: ax + b > 0 
Câu hỏi 4: Hãy trình bày phương pháp giải và biện luận bất phương ưình: ax + b > 0. 

IV. BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 


Bài tặp 1. Giải và biện luận các bất phương trình: 

(m 2 + m + 1 )x + 3m > (m 2 + 2)x + 5m - 1. 


94 



Bài tập 2. Giải và biện luận các bất phương trình: 

X - 1 X + 1 

a X + -- > -— - mx. 

m + 1 m + 1 

, X -1 X +1 

b X + —— 1 > —— - (m + 1 )x. với m * 0. 

m m 

Bài tập 3. Giải và biện luận bất phương trình: X + 1 > -- + —, với a. b > 0. 

ba 

V. HƯỚNG DẪN 


Bài tập 1 : Biến dổi bất phương trình về dạng: (m - 1 )x > 2m - 1. 
■ Với m = 1, ta được: 0 > -1, luôn đíing. 

2m - 1 


■ Với m > 1, ta dược: X > 

■ Với m < 0. ta được: X < 


m -1 
2m -1 
m - l 


Bàỉ tập 2: 

a. Biến đổi bất phương trình vể dạng: 

X 


X + 


1 ^ X ẳ 1 _, . 2 

-— > —-— + —--mx o (m + 1 )x > -— 


m + 1 m + 1 m + 1 m + 1 
Với m = -1, bất phương trình vò nghiệm. 

2 


m + 1 


■ Với m > -1, ta được: X > 

■ Với m < -1, ta dược: X < 


(m + 1) 

2 


2 • 


2 • 


(m + I) 

b. Biến đổi bất phương trình về dạng: 

X 1x1 , , ^ 2 

x+--- > — + -— (m + 1 )x <=> (m + 2)x > —. 

. ‘m m m m m 

■ Với m = -2, bất phương trình vô nghiệm. 

2 

■ Với m > -2, ta dược: X > 


Với m < -2, ta được: X < 


m(m + 2) 
2 


m(m + 2) 

Bài tập 3: Biến đổi bất phương trình về dạng: a(a - b)x < b(a - b). 

■ Với a = b, bất phương trình vô nghiệm. 

■ Với a > b, ta dược: X < -. 

a 


■ Với a < b, ta dược: X > —. 

a 
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PHƯƠNG TRÌNH CHỨA DAU 
GIÁ TRỊ TUYỆT »ô'l 


I. KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. NHẮC LẠI VÊ GIÁ TRỊ TUYỆT ĐỐI 

a nếua > 0 


Với số a, ta có: |a| = < 

Tương tự nhu vậy, với da thức ta cũng có: ỉf(x)l = ị 


-a nếu a < 0 

f(x) nếuf(x) > 0 
-f(x) nếuf(x) < 0 
Thí du 1 ị bỏ dấu giá trị tuyệt đôi và rút gọn các biểu thức: 

a. A = Ix - 41 + X - 3 khi X > 4. b. B = 2x + 3 - II - 2x1 khi X > -. 

2 

b. c = Ix - 21 + !2x - 31 +2x+l khi X > 2. 

c. D = Ix - II + 2x - 3. 

Giải 

a. Với giả thiết X > 4. ta suy ra: X - 4 > 0 Ix - 41 = X - 4. 

Do dó, A được viết lại: A = X - 4 + X - 3 = 2x - 7. 

b. Với giả thiết X > ~, ta suy ra: 1 ~ 2x < 0 => II - 2x1 2x). 

Do đó, B được viết lại: B = 2x + 3 - [-(1 - 2x)] = 2x + 3 + 1 - 2x = 4. 

c. Với giả thiết X > 2, ta suy ra: X - 2 > 0 => Ix - 21 = X - 2. 

2x - 3 > 0 => I2x - 31 = 2x - 3. 

Do đó, c dược viết lại: c = X - 2 + 2x - 3 + 2x + 1 = 5x - 4. 

d. Ta di xét hai trường hợp: 

Trường hợp /: Khi X - 1 > 0 o X > 1. ta được: D = X - 1 + 2x - 3 = 3x - 4. 

Trường hợp 2: Khi X - 1 < 0 o X < 1, ta được: D = -(x - 1) + 2x - 3 = X - 2. 

~ _ [3x - 4 khi X > 1 
Tóm lại: D = 

x-2 khiX < 1 

Xuât phát tử nội dung trong thí dụ trên, người ta có thể phát 
triển thành yêu cầu giải phương trình chứa dấu trị tuyệt đối, 
cụ thể: 

a. Tìm các nghiệm X > 4 của phương trình: 

I X — 41 + X - 3 = 0. 

b. Tìm các nghiệm x - 2 của phương trình: 




c. 


Tìm các nghiệm X > 2 cua phương trình: 

I X 2 1 + I 2x - 31 + 2x + 1 = 0. 
d. Giai phương trinh: 

__ I X - 1 I + 2x - 3 = 0. 

2. GIẢI PHƯƠNG TRÌNH ( HỨA DÂU (ỈIA TRỊ TUYỆT ĐỐI 


Trong phạm vi kiên thức lớp 8 chúng ta sẽ chi quan tâm tới ba dạng phương 
trinh chứa dấu giá trị tuyệt đòi. bao gốm: 

Dụng ỉ: Phương trình: ỉf(x)l = k. với k là hàng sỏ không âm. 

Dạng 2: Phương trình: ỉf(x)l = lg(x)l. 

Dụng 3: Phương trình: lf(x)ỉ = g(x). 

Đế tiện tiếp cân với kiến thức cho từng dạng phương trình, tài liệu này sè trinh 
bày theo kiếu thứ tự. 


Bài toán 1: Giải phương trình : lf(x)l = k, với k là hãng số không âm. 

Phương pháp giải 

Thực hiện theo các bước: 

Bước ỉ: 

Đật điều kiện để f(x) 

xác định (nếu cần). 

r f(x) = k 

Bước 2: 

Khi dó: lí(x)l = k o 

n> nghiêm X. 

Ị_f( X) = -k 5 • 

Bước 3: 

Kiểm tra điểu kiện, từ đó đưa ra kết luận nghiệm cho phương 
trình. 


Thí dụ 2: Giãi các phương trình sau: 


a. I2x - 31 = 1. 
Giải 


b. 


X + 1 
X 


-2 = 0 . 


a. Biến đổi tương dương phương trinh: I2x - 31 = 1 



2x -3=1 

2 X = 1 + 3 

Cv> 

o 

o 


2 X — 3 = — l 

2 X = -1 + 3 


Vậy, phương trình cỏ hai nghiệm X = 2 và X = 1. 
b. Điều kiện xác định của phương trình là X / 0. 
Biến đổi tương dương phương trình: 




'x + l 

X 

— 9 


— 

x + 1 

= 2c> 

X + 1 = 2x 

X — 2x = — 1 

X 

X + 1 

X 

II 

1 

ísJ 

.0 

o 

X + 1 = —2x 

<=> 

X + 2x = -1 


3 ' 


Vậy, phương trình cỏ hai nghiệm X = 1 và X = 






Bài toán 2: Giải phương trình : lf(x)l = lg(x)l. 

Phương pháp giải 

Thực hiện theo các bước: 

Bước ì: Đặt điều kiện dể f(x) và g(x) xác định (nếu cần). 

.... , ____ r f (x)=g(x) 


Bước 2: Khi đó: ỉf(x)ỉ = lg(x)l o 


nghiệm X. 


[f(x) = -g(x) 

Bước 3: Kiểm tra điểu kiên, từ đó đưa ra kết luận nghiêm cho phương trình. 


£ Giải các phương trình sau: 


a. I2x + 31 = Ix - 31. 


X - X 4 2 


1x1 = 0. 


a. Biến dổi tương dương phương trình: I2x + 31 = Ix - 31 

2x + 3 = x-3 2x-x = -3-3 X = -6 

2x + 3 = -(x - 3) 2x + X = 3 - 3 X = 0 

Vậy, phương trình có hai nghiệm X = -6 và X = 0. 

b. Điều kiện xác dịnh của phương trình là X * 0. 

Biến dổi tương dương phương trình: 

1 x : - X 4 2 

I . _ I --—— = X 


X42 


= Ixl <r> 


X 2 -x + 2 


= -X 


X 2 - X 4 2 = x(x 4 1) [2x = 2 

X 2 -x + 2 = -x(x4 1) L 2x =-2, vỏ nghiêm 

1 .. . ' 1 > 1 • 5 _ 1 


<=> X = 1. 


Vậy, phương trình có nghiệm X = 1. 


Bài toán 3: Giải phương trình : lf(x)l = g(x). 

Phương pháp giải * 

Ta có thể lựa chọn một trong hai cách sau: 

Cách ì: (Phú dấu trị tuyệt dối) Thực hiện theo các bước: 

Bước ỉ: Đạt điều kiện để f(x) và g(x) xác dịnh (nếũ cần). 

Bước 2: Xét hai trường hợp: 

Trường hợp ì : Nếu f(x) > 0. (1) 

Phương trình có dạng: f(x) = g(x) => nghiêm X và kiểm tra điểu kiện (1). 
Trường hợp 2: Nếu f(x) < 0. (2) 
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Phương trình có dạng: -f(x) = g(x) 

=> nghiêm X và kiểm tra điều kiện (2). 

Bước 3: Kết luận nghiệm cho phương trình. 

Cách 2: Thực hiện theo các bước: 

Bước ỉ: Đặt điều kiện dể f(x) và g(x) xác định (nếu cán) và g(x) > 0. 

.. ... ....íf(X) = g(X) _ ... _ 


Bước 2: Khi đó: lf(x)l = g(x) o ’ ==> nghiệm x. 

_f(x) = -g(x) 

Bước 3: Kiểm tra diều kiện, từ dó đưa ra kết luận nghiệm cho phương 
trình. 


£ Giải phương trinh: ỉx + 41 + 3x = 5. 


Giải 


Ta có thể lựa chọn một trong hai cách sau. 

Cách ỉ: Xét hai trường hợp: 

Trường hợp /: Nếu X + 4 > 0 o X > -4. 

Khi đó, phương trình có dạng: 

X + 4 + 3x = 5 o 4x = ỉ <=> X = Ị , thoả mãn diểu kiện (1). 

4 

Trường hợp 2: Nếu x+4<0ox< -4. 

Khi đó, phương trình có dang: 

-(X + 4) + 3x = 5o 2x = 9 

9 _ 

<=> X = c không thoả mãn diêu kiện (2). 

2 

Vậy, phương trình có nghiệm X = ị . 

4 

Cách 2: Viết lại phương trình dưới dạng: Ix + 41 = 5 - 3x. 

Với diều kiện: 5 - 3x > 0 o X < 7 . 

3 

Khi dó, phương trình dươc biến đổi: Ix + 41 = 5 - 3x 


X + 4 = 5 - 3x x 4 

o . _ o 

X + 4 = -(5 - 3x) 9 , , 

L X = - khòngthoamãní*) 


Vậy, phương trình có nghiệm x= ị. 
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Chú y : Qua thí dụ trẽn, đối với các em học sinh hàn thây răng " Ca hai 
cách giai cỉưực trình bày đêu có LỈỘ phức tạp như nhau Chính 
vì vậy, tại đây đcỊt ra một câu hòi " Trong trường hợp nào cách ỉ 
tỏ ra hiệu Lịuả hơn cách 2 và ngược lại ?" - Câu trả lời các em sè 
nhận được trong phần các ví dụ minh hoạ. 

II. CÁC ví DỤ MINH HOẠ 

V Ld ul l Bỏ dấu giá trị tuyệt dối và rút gọn các biểu thức: 

a. A = Ix - 21 + 3x - 2 khi X > 2. 

b. B = Ix - 31 + 13 - 2x1 + X + 8 khi X > 3. 

Giưi 


a. Với giả thiết X > 2, ta suy ra: X - 2 >0 -:> Ix - 21 = X -r- 2. 

Do dó, A được viết lại: A = X - 2 + 3x - 2 = 4x - 4. 

b. Với giả thiết X > 3, ta suy ra: X - 3 > 0 => Ix - 31 = X - 3. 

3 - 2 x < 0 => 13 - 2x1 = -(3 - 2x). 

Do dó, B được viết lại: 


B = X - 3 - (3 - 2x) + X + 8 = X - 3 - 3 + 2x + X + 8 = 3x + 2. 
Ví du 2: Giai phương trình: I2x - 3ml = Ix + 61. với ĨT 1 là tham số. 
Giai 


Biến dổi tương dương phương trình: 


I2x - 3ml = Ix + 61 <=> 


2x - 3m = X + 6 
2x - 3m = -(X + 6) 


C-> 


2x - x = 6 + 3m 
2x + X = -6 4- 3m 


X = 6' + 3m 

X = m - 2 


Vậy, phương trình có hai nghiệm X = 6 + 3m và X = m - 2. 

X 4 2 


Ví du 3: Giải phương trình: 


X - 2 


Giải 


Điều kiện xác định của phương trình là X * 2. 

Ta cỏ thể lựa chọn một trong hai cách trình bày sau: 
Cách I: Biến đổi tương dương phương trình: 


X + 2 
x-2 


= 1 o 


x-t-2 
X - 2 
X + 2 
x^2 


1 


o 


X + 2 — X — 2 

c=>\ = 0 . 

x + 2 = -(x-2) 


Vậy, phương trình có nghiệm X = 0. 
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Cách 2: Biến đổi tương (lương phương trinh: 


x + 2 


= 1 co Ix + 21 = Ix - 21 co 

X - 2 

Vậy. phương trình có nghiệm X = 0. 


X 4 2 = X - 2 
X + 2 = — ( x' — 2) 


co X = 0. 


Ví du 4: Giải phương trình: Ị X - 2 I + 3x = 4. 

Giải 

Ta có thế lựa chọn một trong hai cách sau: 

Cách /: Xét hai trường hợp: 

Trường hợp Ị : Nêu X - 2 > 0 CO' X > 2. (1) 

Khi đó, phương (rinh có dạng: X - 2 + 3x = 4 co 4x = 6 

co X = — , không thoà mân điểu kiện (1). 

Trường hợp 2: Nếu X - 2 < 0 co X < 2. (2) 

Khi đó, phương trình có dạng: -(X - 2) + 3x = 4 <o 2x = 2 
co X = 1, thoa mãn diều kiện (2). 

Vậy, phương trình có nghiệm X = 1. 

Cách 2: Viết lại phương trình dưới dạng: Ix - 21 = 4 - 3x. 

4 

Với diều kiện: 4 - 3x > 0 co X s - . (*) 

3 


Khi dỏ, phương trình dược biến dổi: Ix - 21 = 4 - 3x 


co 


X - 2 = 4 - 3x 

co 

x-2 = -(4-3x) 



không tho à mãn(*) 


Vậy, phương trình có nghiêm X = 1. 

Chủ ý : Ví dụ tiỏp theo sẽ trả lời câu hỏi " Trong trường hợp nảo cách 1 tủ 
ị . Ệ% ;J ra hiệu qua Iu ỦI các h 2 và ngược lại ?" . 


Ví du 5; Giải các phương trình: 

a. Ix + 11 = X 2 + X. b. Ix 2 - 2x1 + 4 = 2x. 

Giải 

a. Xét hai trường hợp: 

Trường hợp !: Nêu X + 1 > 0 o X > -1. 

Khi dó, phương trình có dạng: X + 1 = X 2 + X co X 2 = 1 
co X = ± l , thoả mãn diều kiện (1). 


( 1 ) 


10 ; 



( 2 ) 



Trường hợp 2: Nêu X + 1 < 0 o X < - 1 . 

Khi đó, phương trình có dạng: 

-(x + 1) = X 2 + x o X 2 + 2x + ỉ = 0 o (X + 1 ) 2 = 0 
o X = -1, không thoả mãn điều kiện (2). 

Vậy, phương trình có hai nghiệm X = ± 1 . 
b. Viết lại phương trình dưới dạng: lx 2 - 2x! = 2x - 4. 

Với điểu kiện: 2x - 4 > 0 <=> X > 2. (*) 

Khi dó, phương trình được biến đổi: lx 2 - 2x1 = 2x - 4 

x 2 -2x = 2x-4 x 2 -4x + 4 = 0 f(X — 2) 2 -0 

<r> <r> o 

_x 2 -2x = -(2x-4) Ị_x 2 = 4 [\ = ±2 

'x = 2 

o . . 

x = -2 khôngthoảmàn(*) 


Vậy, phương trình có nghiệm X = 2. 

Nhán xét : 1. Trong câu a), chủng ta đã lựa chọn cách 1 để thực hiện là 

bởi nếu sử dụng cách 2 chủng ta sẽ gặp một bất lợi khi 
phải giải bất phương trình X 2 + X > 0. Tuy nhiên, cũng có 
thể khắc phục được vấn đề này bằng việc " Không đi giải 
điều kiện mà cứ tiếp tục thực hiện sau đó thử lại", cụ thể: 
Với điều kiện: X 2 + X > 0. (*) 

Khi đó, phương trình được biến đổi: I X + 11 = X 2 + X 

x + l = x 2 + x X 2 = 1 

X + 1 = -(x 2 + x) x 2 +2x + 1 = 0 
x-±l fx = l 

c^> <z> 

(x +1) 2 = 0 L x = ' 1 

Thử lại: 

■ Với X = 1 ta được x 2 + x = 1 2 + 1 = 2>0 luôn đúng. 

■ Với X = -1 ta được X 2 + X = (-1) 2 -1 = 0>0 luôn đúng. 
Vậy, phương trình có hai nghiệm X = ± 1. 

2. Trong câu b), chúng ta đã lựa chọn cách 2 để thực hiện là 
bởi nếu sử dụng cách 1 chúng ta sè gặp một bất lợi khi phải 
giải bất phương trình X 2 - 2x > 0 vả X 2 - 2x < 0. Tuy nhiên, 
cũng có thể khắc phục được vâh đề này bằng việc " Không 
đi giải diều kiện mà cứ tiếp tục thực hiện sau dó thử lại'' - 
Đô nghị bạn đọc tự làm. 
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3. Một câu hòi sẽ được đặt ra tai đây là " Với một phương tnnh 
cỏ í iạng dặc hiệt hơn một chut (thí du 2/ X - 1Ị = x : - 2x- 2) 
thỉ ngoải việc lựa chọn một trong hai cách giai dã biết tỉù 
còn có một phương pháp giai khác không ?" - Câu trả lởi " 
Đương nhiên sẽ co Ví dụ sau se minlì hoạ phương pháp 
đặt án phu đê giai phương trình nay. 

Vấ du 6: Ciiải phương trình: 2lx - II = X 2 - 2x - 2. 

Giải 

Viết lại phương trình dưới dạng: 

(x 2 - 2x + D-2ỈX- ll-3=0o(it- l) 2 ~2l\ - 11-3 = 0. (I) 

Đặt t = Ix - II, điều kiện t > 0. 

Khi đó: (1)0 r - 2t - 3 = 0 o t 2 +1 - 3t + 3 = 0 o t(t + l) - 3(t + 1) = 0 
o (t + l)(t - 3) = 0 o t = 3 . 

t+i>! 


Với t = 3, ta được: o Ix - 11 = 3 <=> 


X - ỉ = 3 
X - 1 = -3 


o 


X = 4 
X = -2 


Vậy, phương trình có 2 nghiệm là X = 4 hoặc X = - 2. 

Chu v : Tiếp theo chúng ta sẽ sư dụng một ví dụ đê minh hoạ phương 

pháp giải phương trình chứa nhiều hơn 1 dấu giá trị tuyệt dồi. 

Ví du 7j Giải phương trình: Ix - 11 + Ix - 31 = 2. 


Giải 

Nhận xét rằng: 

x - 1 > 0 o X > 1 , 
X - 3 > 0 o X > 3, 


X - 1 < 0 


> 0 X 

a3 


1 >0 


▼ 

X - 3 < 0 


X - 3 > 0 


X 3<0 

do đó, để thực hiện việc bỏ dâu giá trị tuyệt dối cho phương trình chúng ta cần 
phải xét ba trường hợp. 

Trường hợp /: Nếu X < 1. (1) 

Khi dó, phương trình có dạng: -(x - 1) - (x - 3) = 2 <=> -2x + 4 = 2 
o X = 1 , thoả màn điếu kiện (1). 

Trường hợp 2: Nếu 1 < X < 3. (2) 

Khi dó, phương trình có dạng: (X - 1) - (x - 3) = 2 o 2 = 2, luôn đúng. 

Trường hợp 3: Nếu X > 3. (3) 

Khi dó, phương trình có dạng: (x - 1) + (x - 3) = 2 o 2x - 4 = 2 
o X = 3 , thoa màn điểu kiện (3). 

Vậy, phương trình cỏ nghiệm 1 < X < 3. 
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Chủ y: 1 Qua kêt quả của phương trình trên, chúng ta nhận thấy một 
I “V .C? điều rất thú vị là nghiệm của phương trình có thê là một đoạn 
: y ỹ : trốn trục sô. 


Vi du 8: Giải phương trình: 


3 


Ix + ll 


1x4-11 „ 

4- = 2. 

3 


Giải 


Điều kiện xác định của phương trình là X * -1. 
Ta có thê lựa chọn một trong hai cách sau: 

X 4-1 


Cách /: Đặt t = 


3 


. diéu kiên t > 0. 


Khi dó: ( 1 ) <=> - 4- 1 = 2 <=> r - 2t 4- 1 = 0 <=> I = 1 

t 


c^> * ■ —* - - = 1 <=> lx 4- 11 ;= 3 <=> 
3 


X 4- Ị = 3 
X 4- 1 = -3 


<r> 


— 4 


X = 


X = -4 


Vậy, phương trình có 2 nghiệm X = 2 và X = -4. 
Cách 2: Áp dụng bất đẳng thức Côsi, ta dược: 

3 1x4-1 


VT = 


+ 


> 2 . 


3 1x4-11 


IX4-1I 3 VI X 4-11* 3 

Vậy phương trinh tương dương với : 


= 2 = VP. 


1x4-11 


x + 1 
3~ 


o 9 = (x + 1) ? o 


X + 1 = 3 
X + 1 = -3 


o 


X = 2 
X = -4 


(1 


Vậy, phương trình có 2 nghiệm X = 2 và X = - 4. 

III. CÂU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hỏi 1: Hãy trình bày phương pháp giải bất phương trình: 
lf(x)l = k, với k là hằng sô khổng âm. 

Câu hỏi 2: Hãy trình bày phương pháp giải bát phương trình: lf(x)l = lg(x)l. 
Câu hỏi 3: Hãy trình bày phương pháp giải bất phương trình: lf(x)l = g(x). 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NÍỈHỊ 


Bài tập 1. Bỏ dấu giá trị tuyệt dối và rút gọn các biêu thức: 

a. A = Ix - 31 4- X - 2 trong hai trường hợp X > 3 và X < 3. 

b. B = 2x 4- 3 - I - 2xỉ trong hai trường hợp X > Ị và X < 0. 

c. C = Ix - 41 - 3x 4- 11 trong hai trường hợp X > 5 và X < 3. 

d. D = Ix - 11 + Ix - 21 + 12x - 51 trong hai trường hợp X > 4 và X < -1. 
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Bài táp 2. c ìiai các phương trình: 

a. Ix - 41 = 5. 

c. 13-2x1 = 7. 

Bài tâp 3. Giai các phương trinh: 

a. |2x - 3| + 2 = 8. 
c. 4|2x-lỊ + 3= 15. 

Bài tập 4. Giãi các phương trinh: 
a. Ix- 31 = 12x1. 
c. I3x - 11 = Ix - 21. 

Bùi tâp 5. Giãi các phương trình: 


b. 12 X 31 = 4. 
d. |1 -5x1- 1 = 

I 1 

h. Ị4x + 3Ị + 1 
(1 3|x 1 ị - 3 : 

b. I 2x - ỉ I = 

c. I5x - 41 = 14 


a. 

X — 1 

- 2. 

b. 

2 X - 1 

X 

X - 1 





b. |x + 3| = 2x 
d. |5 - 2x| + X 


Bùi tập 6. Giải các phương trinh: 
a. |x-2|= 18 -3x. 
c. |5x - 3| = X + 7. 

Bài tập 7. Giải các phương trình sau với IT 1 là tham số: 

a. Ix - 2ml = I3x + 41. b. I3x + 21 = Ix 

Bài tập 8. * Giải các phương trình: 

a. Ix - II = X 2 - X. b. Ix — 11 = x'H 

c. I4x 2 - 2x1 + 1 = 2x. . d. Ix 2 - 5x + 41 

Bài tập 9. * Giải các phương trinh sau với m là tham số: 

a. Imx + II = ỈX + II. b. I(rn + 2)x - 

Bài tập 10 .Giải và biện luán phương trinh: 

a. Imx + II = I2x + m - 31. 

b. Ix - II = mx + 2m - 1. 

Bài tập 11. * Giải các phương trình: 

a. Ix - 21 + Ix - 41 = 2. 

c. Ix - II + Ix - 21 + Ix - 31 = 6. 

V. HƯỚNG DẨN - ĐÁP SỐ 
Bàì tập 1. 

2x-5 khiX > 3 
1 khi X < 3 
-2x + 7 khi X > 5 
-4x + 15 khi X < 3 




b. 2(1x1 + m - : 

b. Ix - II + I2x 
d. Ix - 11 - 2ỈX 


a. Ta có: A = ị 


c. Ta có: c = ị 


b. Ta có: B = 


d. Ta có: D = ị 


3 . 

= 0 . 

= 5. 

I X - 1 I. 

- 3x1. 

= 0 . 

- 1 . 

= 1 . 

- 2ml. 

X + 1. 

= x + 4. 

31 = ỉmx - 41. 


) = Ixl - m + 3. 

- 61 = 7. 

- 21 + 31X - 31 = 4. 

4x + 3 khi X > 1 
3 khix<0 
4x-8 khix>4 
-4x - 8 khix < - 



Bàì tập 2. 

a. X = 9, X = -1. 

b. X = 5, X = -2. 

Bài tập 3. 

9 3 

a. X = —, X = - -. 

2 2 

c. X = 2. X = -1. 

Bài tập 4. 

a. X = -3. X = 1. 

1 3 

c. X = — _ , X = — . 

2 4 

Bài tập 5. 

a. X = - 1 , X = -Ị- . 

3 

Bài tập 6. Giải các phương trình: 

a. X = 5. b. X = 4. 


b. 

d. 



7 1 

2 ' 2 * 


3 



b. Vò nghiệm. 


d. 


X = 
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3 ’ x " 3 ' 


b. X = 0, X = — . 

3 

d. X = 1, X = 0. 


b. X = 0, X = \. 

3 



d. X = 3. 


Bàí tập 7. Giải các phương trình sau với m là tham số: 

a. X = m - 2, X = ^ (m - 2). b. X = -m - 1, X = ~ (m - ỉ). 

Bài tập 8. 

a. Xét hai trường hợp: 

Trường hợp ỉ: Nếu X - l > 0 o X > 1 . (I) 

Khi đó, phương trình có dạng: X - 1 = X 2 - X o X 2 - 2x + Ị = 0 
o (x - 1 ) 2 = 0 <=> X = 1, thoà mãn điều kiện (1). 

Trường hợp 2: Nếu X - 1 < 0 o X < 1. (2) 

Khi dó, phương trình có dạng: - X + I = X 2 - X o X 2 = 1 o X = ± 1. 

=> X = -1, thoả mãn điều kiện (2). Vậy, phương trình có hai nghiêm X = ± 1. 

b. Xét hai trường hợp: 

Trường hợp ỉ: Nếu x-l>0ox>l. (1) 

Khi đó, phương trình có dạng: x-l=x'+x+l<=>x' = -2 
o X = -ĩ/ĩ , không thoả mãn điều kiện (1). 
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( 2 ) 


Trườn# hợp 2: Nếu X 1 < 0 <=> X < i . 

Khi đó, phương trình có dạng: -X + I = X' + X + I ox' + 2x = 0 
o X = 0 , thoá mãn điểu kiện (2). 

Vậy, phương trình có nghiệm X = 0. 
c. Biến dổi phương trình vé dang: I4x 2 - 2x1 = 2x - 1. 

Với diều kiện: 2x - I > 0 o X > I, (*) 

7 



Vậy, phương trinh có nghiệm X = Ỷ • 



BẤT bẲxg thức 


MỎ » \I 


1. ĐỊNH NGHĨA 

Bất dẳng thức ỉà hệ thức có một trong các dạng: A > B, A > B 


A < B, A < B. 

2. TÍNH CHẤT CO BÀN 

Với a, b, c, d là các sô thực, ta luôn có: 

Tính chất ỉ: Nếu a > b o b < a. 

Tính chất 2: Nếu a > b và b > c thì a > c. 

Tính chất 3: Nếu a>bd>a + c>b + c. 

Tính chất : Nếu a > b 

a b _ 

r ._ A .. A - > - nếu c > 0 

ac > bc nếu c > 0 , c c 
o và 

ac < bc nếu c < 0 a b 
L - < - nêu c < 0 

_c c 

Tính chất 5: Nếu a > b và c > d thì a 4- c > b + d. 

Chú ỷ quan trọng: không áp dụng dược "quy tác" trên cho phép 
trừ hai bất đẳng thức cùng chiều. 
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ị 


Tinh chài 6: Nếu a > h > 0 và c > đ > 0 thì ac > bđ. 

r ỉ 1 - . r\ 

- < - nếu ab > 0 

Tính chất 7: Nếu a > b thì: ả k 

- > 7 * nếu ab < 0 
_a b 

Tính chất 8: Nếu a > b thì a 2n +1 > b 2n * 1 ’ với n<E N\ 

Tính chất 9: Nếu a > b > 0 thì a" > b". với neN\ 

Tính chất 10: Nếu a > b > 0 thì x/ã >.\/b , với ne N\ 


Bài toán CÁC PHƯƠNG ẵ»IIÁP 

1 ( III M. MINH HÂT đẲnc; thức 

I. PHƯƠNG PHÁP 



PHƯƠNG PHÁP CHUNG 


Ta lựa chọn một trong các phương pháp sau: 

Phương pháp Ị: Phương pháp chứng minh hung dinh nghỉu. Khi đó ta lựa chọn 
theo các hướng: 

Hướng Ị: Chứng minh A - B > 0. 

Hương 2: Thực hiện các phép biến đổi đại số dế biến đổi bất đảng thức 
ban dầu vé một bất đảng thức đúng. 

Hướng 3: Xuất phát từ bát đảng thức đúng. 

Hương 4: Biên đổi vê trái hoặc vê phải. 

Phương pháp 2: Sứ dụng tính chát hắc cáu, tức là chứng minh: A > c và c > B. 

Phương pháp 3: Phương pháp chứng minh phun chứng , được áp dụng với các 
bài toán yêu cầu chứng minh ít nhất một bát dáng thức trong 
các bất dáng thức dã cho là đúng hoặc k‘ả\. 

Phương pháp 4: Phương pháp hỉnh học, bằng việc sử dụng tính chất: 

" Nếu u, h, c là dô hu cạnh của một tam giác thì 
u + h > c và tu - h/ < c 


II. VÍ DỤ MINH HOẠ 

Ví du 1: Chứng minh rằng với mọi số thực a, b, c luôn có: 
a 2 + b 2 4- c 2 > ab + bc + ca. 


Giải 
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Ta có ba cách trinh bày theo phương phtáp 1 (mang tính minh hoạ), như sau: 





Cách /: l a biến dổi bât dang thức như sau: u + lr + c 2 - (ab + bc + ca) > 0 

-» 1 1 1 ■) 1 

. ư" , b~ b~ , c" c“ a~ , _ „ 

C:> ( —-ab + ) + ( - bc +--)+( •- - ca + --)>() 

2 2 2 2 2 2 

a b , b c ' c a , _ , . 

o ( -7= —--)- + {-j= - - 7 - r -f( 7- ■ ) > 0, luôn dứng. 

72 72 72 72 72 72 

Cách 2: Ta biến dổi bất dang thức như sau: 2( a + b 2 + c 2 ) > 2(ab + bc + ca) 
o (a : + b 2 - 2ab) +(b : + c 2 - 2bc) + (c 2 + a 2 - 2ca) > 0 
<=> (a - b) 2 + (b - c ỳ + (c - aì 2 > 0. luôn đúng. 

Cách d: Ta luôn có: 


(a - b) 2 > 0 a 2 + b 2 - 2ab > 0 
< (b ~ c) 2 >0 o \ b 2 + c 2 - 2bc > 0 . 


(c-a) 2 >0 


•> ■» 

c“ + a" - 


2ca > 0 


(ỉ) 


Cộng theo vếcác bát phương trình trong hệ (I). ta dược: 

2(a : 4- b + c 2 ) - 2(ab + bc + ca) > 0 o a + b 2 + c 2 > ab + bc + ca, dpcm. 


Nhản xét : Như vậy, thông CỊUU ví dụ trên dà minh hoạ cho các em học 

sinh thây đưựt ha hướng chứng minh bất đăng thức khi su 
đụng phương pháp ỉ và sau đây ta sẽ minh hoạ bang một 
ví dụ cho hướng 4. 

Ví du 2: Chứng minh ráng với mọi ne N' luôn cỏ: —* + — + ... + -!-<Ị. 

1.2 2.3 11(11 + 1 ) 

Giải 

_ 1 I ỉ 

Nhận xét răng: 7 —-— = 7 

k( k + 1 ) k k + 1 

do đó: VT = (1 - ~ ) + ( ị - ị ) + ... 4 ( — - —!~ ) = 1-< 1, dpcm. 

2 2 3 n n +1 n + 1 

Vỉ du 3: Chứng minh ràng với mọi a, b £ R luôn có: 

a + b a 2 + b 2 a ' + b' a 6 + b 6 

2 2 2 2 

Giai 

.4 . .4 

X -f V X + V X + V 

Ta di chứng minh với mọi X, V luôn có: -ý--- . —< —— 2 ~ • (*) 

Thật vậy: (*) <z> (X + y)(x* + y') < 2(X 4 + y 4 ) 
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<=> xy(x 2 + y 2 ) < X 1 4- y 4 c> (x-y) 2 


V 


2 


,Ỹ 


+ 


3y 


> 


0, luôn đúng. 


Khi đó ấp dụng (*), ta dược: 


a + b a 2 + b 2 a"' + b' 

1 1 ' õ 


, ..3 . ,4 

a 4- b a ■ + b 


2 . .2 

a + b 


< 


L 2 ■ 2 J* 2 

a 4 + b 4 a 2 4- b 2 a 6 + b 

_______ < 


, dpcm. 

Ví du 4: Cho a, b, c € (0, 1), chứng minh ràng ít nhát một trong các bất đảng 

thức sau là sai: a( 1 - b) > — , b( 1 - c) > — , c( 1 - a) > — . 

4 4 4 


Giúi 

Giả sử trái lại cả ba bất đẳng thức đểu đúng, khi dó nhân theo vê ba bát đảng 
thức ta được: 

a(l - b).b(l - c).c(l - a) > — co a(l - a).b( r - b).c( 1 - c) > — . (*) 

64 64 

Ta có nhận xét: a( I - a) = a - a 2 = - (a + ị ) 2 < - , 

4 2 4 

Chứng minh tương tự, ta có: b( 1 - b) < , c( ỉ - c) < ~ , 

4 4 

do đó: a( 1 - a).b( 1 - b).c( 1 - c) < ~~ tức là (*•) sai. 

64 

Ví du 5; Cho a, b. c là độ dài 3 cạnh của một tam giác vuông với a là cạnh huyén. 
Chứng minh răng: a* > b* + c\ 

Giải 

Vì a, b, c là độ dài 3 cạnh cua một tam giác vuông với a là cạnh huyền nên a > b 
và a > c. 

Theo định lý Pitago, ta có: a 2 = b + c 2 . 

Ta có nhận xét: a = a\a = (b 2 4- c 2 ).a = b 2 .a + c 2 .a > b 2 .b 4- c 2 .c = b' 4- c , dpcm. 

a>c 

Ở đây ta còn có kết quả tổng quát hơn: 

• " Cho a. Ị), c lí) cỉộ (lủi 3 cạnh nia một ỉam giác vuông với a lủ 

' cạnh huyền ta luân có: a" >1)" 4- c", với n e N và n >2 " 


III. CÂU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hỏi 1: Trình các phương pháp chứng minh bất đảng thức. 
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IV. BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 

Bài tập 1. X ác định tính đúng, sai cùa các bất đàng thức sau và nêu lời giải thích: 

a. (ab 4 - bc + ca)-’ > 3abc(a + b + c). VỚI a. b,CG R. 

b. a 2 + b 2 4 - c 2 + d > a(b 4 - c 4 - d), với a. b, c. d € R. 

c. a 4 4- b 4 < ab(a : 4- b 2 ). với a. b € R. 

d. a 2 4- b 2 4- c 2 < 2(ab 4- bc 4- ca), với a. b. c là độ dài ba cạnh của một tam giác. 
Bài tập 2. Với 0 < X. y, / < 1. chứng minh răng: 

2(x l 4- y ' 4- /) - (x : y 4- y 2 z 4- Z 2 X) < 3. 

Bài tập 3. Cho ba sò a, b, c > 0 và a 4 b 4 c < 1 . Chứng minh rằng: 



V. HƯỚNG DẨN 
Bài tập 1: 

a. Bất đảng thức là đúng với mọi số thực a, b, c bởi: 

bđt o “ (ab - bc) 2 + ~ (bc - ca) 2 4- i (ca - ab) 2 > 0, luôn đúng. 

2 2 2 

b. Bất đảng thức là đúng với mọi số thực a, b, c, d bời: 

bdt o ( ệ - b) 2 4- ( ^ - c) 2 + ( “- - d) 2 > 0, luôn đúng. 

c. Bất dáng thức là sai bởi với a = b = 0, ta dược 0 < 0. 

Ia-bl<c (a - b) 2 < c 2 

d. Bất đáng thức là đúng bời: < I b - c k a o • (b - c) 2 < a 2 , 

lc-akb (c - a 2 < b 2 

Cộng theo vế ta được dpcrn. 
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Bài toán BẤT irvv. IIÚÍ I JÍ:\ (ỊI \\ t»í:\ »ẤU GIÁ 
2 Tiụ TUYỆT «K»I VẢ íltoG ihyg 

I. KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. ĐỊNH NGHĨA 

, |anếua>0 

Giá trị tuyệt đôi cùa số thực a là: |a| = < 

[-anêua<0 

2. CÁC TÍNH CHẤT cơ BẢN 

Tinh chất ì: Với mọi số thực a ta có: VcT = I a I 

Tính chất 2: Với hai sô thực a, b tuỳ ý: a 2 > b 2 o I a I > I b I . 

Tính chút 3: Ta có: - b < a < b C:> I a I < b. 

_ , ẫ .. . . T . í a > b 

Tinh ciìủt 4: la có: •{ . o a>|b|. 

Ịa>-b 

Tính chút 5: Ta có: I a ± b I < I a I + I b I . 

II. CÁC VÍ DỤ MINH HOA 

Bài toán liên quan tới bất dẳng thức chứa dấu giái trị tuyệt dối thường dược sử 
dụng cho các dạng toán: 

DạtIỊ> ỉ : Ch ứng m i nh bát dả ng t lì ức. 

Dạng 2: Giải phương trình. 

1. CHỨNG MINH BẤT ĐẢNG THỨC 

Ví du 1: Chứng minh rằng với mọi số thực a, b ta luôn có: I a ± b I > I a I - I b |. 
Giải 

Ta có: I a I = I (a ± b) + b I < I a ± b I + I b I => I a I - I b I < I a ± b I . 

Ví du 2: Chứng minh rằng với mọi sò' thực a, b, c ta luôn có: 

|a-c|<|a~b| + |b-c|, 

Giãi 

Ta có: a - c = (a - b) + (b - c). Kết quả suy ra từ tính chất 5. 

Ví du 3: Chứng minh ràng nếu: I a Ị + I b I = a + b, (1) 

thì a. b > 0. 

Giúi 

Vế trái không âm, vậy vê phải không âm, tức là a + b > 0. 

Suy ra, trong hai sô a, b phải có một số không âm, già sử a > 0 suv ra: I a I - a. 
Từ dó (1) có dạng: I b I = b <=> b > 0. 
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2. GIẢI PHƯƠNG TRÌNH 

Với phương trình ta sử dụng các tính chát: 

Tính chất I. Nêu : I a + b I = ị a I + Ị b Ị o ab > 0. 


Tính chất 2. Nếu: I a Ị + I b : = a 4- b o 


Tinh chất 3. Nếu: I a I + I b Ị = a - b o 


a >0 
b > 0 

a > 0 
b < 0 


Tính chất 4. Nếu: |a-b| = |a|-|b| o b(a - b) > 0. 

Ví du 1: Giải phương trình: I 2x + 3I + I i - 2xI =4. 

Giải 

Ta biến đổi phương trình về dang: 2x + 3 ị + I 1 - 2x I = (2x + 3) + (1 - 2x). 

3 


Tính chất I 

< -- > 


2x + 3 > 0 
1 - 2x > 0 


c^> ị 


x>- 


X <- 
1 


Vậy, nghiệm của phương trình là 


3 



Ví du 2; 


Các phương trình đước giải bằng phương pháp sử dụng các 
tính chất giá trị tuyệt dôi ở dạng ban đầu thường không thây 
xuất hiện dầu trị tuyệt đối, IÌÓ thường xuất hiện sau phép biến 

đôi: \[ĨJ = I A I . 

Giải phương trình: /x'+ 2x + 1 - V X 2 - 2x + 1 = 2. (1) 


Gidi 


Ta biến đổi phương trinh về dạng: 

yỊ(X + l) 2 - V(x-l) 2 = 2 <=> Ix + II - Ix - II = l(x + 1) - (x - 1)1 


< T ' nhchấl4 > (X- 1 ).[(X + l)-(x- 1)] >0 
o (x - 1).2 > p o X - 1 >0ox>l. 

Vậy, phương trình có nghiệm là X > 1. 

III. CÂU HÓI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hỏi 1: Nêu dịnh nghĩa giá trị tuyệt đối cùa số thực a. 

Câu hòi 2: Nêu các tí ìh chất cơ bản của bất đảng thức chứa dấu trị tuyệt đối. 
Câu hỏi 3.: Nêu các bất đảng thức mở rộng dược sử dụng để giải phương trình 
chứa dấu giá trị tuyệt đối. 
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IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Biết rằng I a I > 2 I b |. Chứng minh rằng: lal < 2\'ả - bl. 

Bài tập 2. Biết với a, b, c là ba cạnh của một tam giác. Chứng minh rằng: 


a b c a 

c 

b , 

a - b 

b - c c — a 

a. — + — +- 

— 

-- < 1 . 

b. -—- + 

+ 

b c a c 

b 

a 

a + b 

b + c c + a 


Bài tập 3. Giải các phương trình sau: 

a. Ix + 31 + II - xl = 4. b. I3x - II + 12 - 3x1 = 3. 


Bài tập 4. Giải các phương trình sau: 

a. I2x - 31 + I2x - 91 = 6. b. I4x - II + 2l2x - II = 1. 

Bài toán BẤT BANG THỨC CÔSI 

3 VÀ CÁC ỨNG DỤNG 

I. KIẾN THỨC Cơ BẢN 

Ta phát biêu bất đẳng thức: 

Bất đảng thức Côsi: Cho hai số không âm a, b, ta luôn có: — > Vãb , 

2 

dấu đẳng thức xảy ra khi và chi khi a = b. 

Mở rộng 

a. Với các số a, b, c không âm, ta luôn có: a ~ - y— - > \/ãbc , 

dấu dằng thức xảy ra khi và chi khi a = b = c. 

b. Với n số a if i = l,n khồng âm, ta luôn có: 

i(a,+a 2 +... + a )> Ja,.a 2 ....a . 

n '--V- Ph — 

nsổ hạng Y nsổ hạng 

dấu dẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a, = a 2 = ... = a n . 

II. CÁC VÍ DỤ MINH HOẠ 

Bất dẳng thức Côsi thường được sử dụng cho các dạng toán: 

Dạng 3: Chứng minh bất đẳng thức. 

Dạng 4: Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số hoặc biểu thức. 

Dạng 5: Giải phương trình. 
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I. CHỨNG MINH BẮT ĐẮNG THỨC 

yí du 1: Cho a, b, c > 0. Chứng minh răng: (a + b)( - + — ) > 4. 

a b 


Jiai 


Sừ đụng bất dẳng thức Cô si: 

■ Cho cặp số a, b. ta được: a + b > 2 vab . 

^ . 11. ' 1.12 

■ Cho cặp sô - + -, ta dược: - + - > —7— . 

a b a b vab 

Nhân hai vê tương ứng của (l). (2), ta dược: 

1 l ~ r— 2 

(a + b)( - + 7 " ) > 2 Vab . = 4, dpcm. 


(1) 

( 2 ) 


Dấu đảng thức xảy ra khi: 


Vãb 

a = b 

1 Ị oa = b. 
la ~ b 

Nhăn xét : ^ Chúng ta có được kết quả tông quát hơn như sau: 


Cho n số dương a„ i = I, n . Chứng minh rằng: 

w 1 1 1 ' , 

(a, + a 2 + ... + a n )( —+ )£n . 

a l a 2 a n 

1 , n [— - 

Thật vậy, ta có: a, + a 2 + ... + a n > nỤaja 2 ...a n , 

11,1 n 

a, a 2 a n v a l a 2*” a n 

Nhân hai vế tương ứng, ta dược bất đẳng thức cần chứng 
im minh và dấu dẳng thức xảy ra khi a, = a 2 = ... = a n . 

a b c 3 

Ví du 2: Cho ba số dương a, b, c. Chứng minh rang: 7 - + — + —— £ - 

b + c c + a a + b 2 

Giải 



b 4- c 


+ 1 


Ta có: —-— + —— + ——— 

b + c c + a a+b 

( 1 , 1 , 1 1 
= (a + b + c) —— + — + 7-7— 
l^b + c c + a a + bj 


—+ 1 
c + a ) 


a + b 


-t-1 -3 


= ị t(a + b) + (b + c) + (c + a)] + —Ị— + —ỊtÌ - 

2 l^b + cc + aa + b^ 

' ^ 

>7 .3 ĩl(a + b)(b + c)(c + a) .3 - 77 - 7 = 7 = == == == === -3 = 

2 ì]( a + b)(b + c)(c + a) 


3 = 
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N> I U) 


dấu dầng thức xảy ra khi: 


a+b=b+c=c+a 

1 Ị 1 o a = b = c. 

la + b b + c _ c + a 
Chủ ý : Trong nhiều trường hợp ta cần sử dụng một vài phép biến đôi 
J £ đại số để nhận được các phản tử không âm trong bất đàng thức, 

. . y , ^ 7 7 , 7 f _ ( 7 

- rĩ s hí đó mới có the sứ dụng bất đăng thức Côsi. Đê minh hoạ ta 
xét ví dụ sau: 




Ví du 3: Cho a, b, c là độ dài ba cạnh của tam giác. Chứng minh rằng: 

ab(a + b — 2c) + bc(b + c - 2a) + ca(c + a - 2b) > 0. 

Giải 

n ... í J a + b-2c b + c-2a c+a-2b - 

Biên đôi bât phương trinh vế dạng: -- + —— + > 0 


a b b c c a , 

o--f — + - + -+ -^ + ->6. 

c c a a b b 

Áp dụng bất đảng thức Côsi cho VT, ta dược: 

abbcca. J a b b c c a 

- + - + - + -+ - + £> 6. ị 

c c a a b b Vccaabb 


(*) 


6, đpcm. 


, . , ,,. a b b c c a 

dâu bảng xảy ra khi: - = — = — = — = 7 -oa = b = c. 

c c a a b b 

Chú Ỷ : Tron^ nhiểu trường hợp ta cần sử dụng liên tiếp nhiều lần 

bất đăng thức Côsi. Đê minh hoạ ta xét ví dụ sau: 


Ví du 4; Cho a, b > 0, meN*. Chứng-minh rằng: ^1 + + 


a ) 


't 2 


m+1 


Giải 


Ta có: 1 + — >2.1— o 1 + 


1 + - >2, - o 1 + 


m 


>2MI^ 

b 


m 


,m 


> 2 ' 


b 

a 


,m 


suy ra: 


/ » Y" 

1 + r 

bj 



m t I 
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dâu đảng thức xay ra khi: 


oa = b. 



aì 

m 

( 

b3 

1 

+ - ị 

- 

1 

i + — 

V 

hj 


s 

a ) 


Chú ý : Với các bất đàng thức có diều kiện cần khéo léo biến đổi dế tận 
dụng dược điểu kiện của gia thiết. 


2. TÌM GIÁ TRỊ LỚN NHẤT VÀ NHỎ NHẤT 

Vấ du 1: Cho hai số a. b > 0. 

a. Nếu a + b = k - const, tính giá trị lớn nhất của ab. 

b. Nếu ab = k - const. tính giá trị nho nhát cua a + b. 
Gũi ị 

a. Theo bất dáng thức Cosi ta có: a + b > 2 vab <=> ab < 


a + h 


k 2 


k k 

từ dó suy ra (ab) Ma , = -Ị , dạt dược khi a = b = I. 

Nhân xét : Qua ví dụ trên chúng ta thấy rằng: 

1. Trong sỏ các hình chữ nhật có cùng chu vi thì hình vuông 
là hình có diện tích lớn nhất. 

2. Trong sô các hình chừ nhật có cùng diện tích thì hình 
vuông là hình có chu vi nhò nhất. 


b. Theo bất dẳng thức Cosi ta có: a + b > 2>/ãb = 2 \ík , 

k 

từ dó suy ra (a + b) Min = 2 sfk , dạt dược khi a = b = . 

X 15 

Ví du 2: lìm giá tri nhỏ nhất của hàm sò: V = - + — - , với X > 0. 

3 X 

Giải 

X 15 

Với X > 0, ta được ^> 0 
• 3 X 

X 12 I X 12 

Sử dụng bất đang thức Cosi ta dược: y = -^ + — >2. »/■“.— = 4, 

3 X V 3 X 

X 12 , x>0 

từ dó suy ra y Mm = 4, dạt dược khi: ; = - o X' 1 = 36 o X = 6. 

3 X 
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Ví du 3; 


Ví dụ trên đà minh hoạ phương pháp sử dụng bất dăng thức Cồsi 
đê tìm giá trị nhỏ nhất của một tông có tích bằng hằng số, tuy 
nhiên trong hầu hết các trường hợp các em học sinh cần cỏ được 
thủ thuật đê tạo ra một tích bàng hằng số, ví dụ như: 

1. Với y = 2x + /với X > 0, ta cần viết lại hàm sô' dưới dạng: 

X 

y = X + X + -y >3* x.x.-ịr = 3. 

X V X 

2. Trong trường hợp là tông luỹ thừa, ta minh hoạ bằng ví dụ 
sau: 

. 3 

Tim giác trị nhỏ nhất cùa hàm số: y = x' + , với X > 0. 

X 2 


Giải: 


Biến đổi: 


1 3 , 1 , , 

y = - X + 7 - X + 

2 2 






.1 1 1 1 

x ' 2 ' 2 ' 2 
XXX 



từ dó, suy ra y Mm = 


77 = , dạt được khi 
v4 


^ x' = i x' = -Ịr = -— = o X' s = 2 <=> X = yfĩ . 

2 2 X 2 X 2 X 2 

Ví du 4; Tìm giá trị lớn nhất của hàm số: y = (x + 2)(3 - x). với -2 < X < 3. 
Giải 


Với -2 < X < 3, ta được: X + 2 > 0 và 3 - X > 0, 
do đó sử dụng bất đẳng thức Cosi ta được: 

_ '(x + 2) + (3-x)f 25 

y = (x + 2)(3 - x) < --^-- =—, 

2 4 


25. ^ 1 

từ đó suy ra y v j ax = , đạt được khi: x + 2 = 3- xox = 7 . 

4 2 

£hú ý : Ví dụ trên đà minh hoạ phương pháp sử dụng bất đăng thức 

Côsi để tìm giá trị lớn nliất của một tích có tổng băng hằng 

số, tuy nhiên trong hầu hết các trường hợp các em học sinh 

cán có được thủ thuật để tạo ra một tổng bằng lìằng số, ví 

dụ như: 

1 2 , 

1. Với y = (2x + 1)(2 - 3x), vói < X < ~ , ta cần viết lại 
hàm số dưới dạng: 
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y = (2x + 1 )(2 .ìx) = * (X + 5 )■ 3 í ^ 


_ 1, 1 ^ Ề 2 ,1 (x v +( r x) 

= 7 (x + ' )( ; x) < - -2—-i-- 

6 2 3 6 2 


1 ị 5 
6 1 12 


Vídu5: Tìm giá trị lớn nhát cua hàm sỏ: y = x( 1 - X) \ với 0 < x< 1 
Giải 


Biến dối: y = x( ỉ X)' = .3x( 1 X) 1 = - .3x( 1 - x)( 1 — x)( i — x), 

rồi áp dung bất đang thức cỏsi cho 4 sỏ không âm gồm 3x và 3 sô 1 - X, 


ta được: y < T • 
■ 3 


3. GIẢI PHƯƠNG TRÌNH 

Y Ỉ M h Giải phương trình: 
Giải 

Điểu kiện X * - 1 . 


VT = —5— + hí_gL! > 2. /-——77= 2 = vp. 

ỉ X + 11 3 VI X + 11 3 

Vậy phương trình tương dương với : 

3 I x + 11 „ , . , |~x + 1 = 3 [x = 2 

;——- = —:—- o 9 = (X + 1 ) o o 

IX + 11 3 X + 1 = -3 X = -4 


4 


; = 1 - X = 

= 1 - X : 

3 

Ix+ỉl 

1 X + 11 

3 

ta dược: 


Li- 

lx + 11 


314 


4 3’ 


Vậy, phương trình có 2 nghiệm X = 2 và X = - 4. 

III. CÂU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hỏi 1: Phát biểu và chứng minh bất dẳng thức Côsi cho hai số không âm a 
và b. 

Câu hỏi 2: Nêu các ứng dụng của bất dáng thức Côsi. 


119 




IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 


Bài tập 1. *Chứng tỏ rằng trong mọi tam giác, ta đều có: s < 



trong đó s là diện tích tam giác, 2p là chu vi tam giác. 

Bài tập 2. *Chứng minh rằng: 4 ị](a 4 1 )(b 4 4)(c — 2){d - 3) < a 4 h 4 c 4 d, 
với a > - 1, b > - 4, c > 2 và d > 3 


Bài tập 3. * Ch ứng minh rằng: X 2 4 y 2 4 — 4 -í- > 2 (sf\ 4 yịy ), với X, y > 0. 

X y 

Bài tập 4. *Chứng minh ràng: a Vb - 1 4 b \/a - 1 ) < ab, với a, b > 1. 

Bài tặp 5. *Chứng minh ràng: 

—^—7 +- -—7 4- 7—7 4 (1 - a)( 1 - b)( 1 - c) < 1, 

b 4 c 4 1 a + c+ l a 4 b 4 1 

với 0 < a. b. c < 1. 

Bài tập 6. *Chứng minh rằng: 

X y z _ 3 _ 1 1 1 

1 + x 2 1 + y 2 l + z 2 2 l + x 1 + y l + z 

với X, y, z > 0 và X, y, z <3. 

Bài tập 7. *Chứng minh ràng: + ^ + ^ + ^>4r + —r 

b c 5 d ’d a b c d' 

với a, b, c, d > 0. 

njLíi , o 1 1 1 a + b + c 

Bài tập 8. *Chứng minh răng: — + -y-— + — 7 —— < — , 

a“ + bc b 4 ac c“ 4 ab 2abc 

với a, b, c > 0. 

Bài tập 9. *Chứng minh rằng: 

_J_ + 1 __J__ < 

a 3 4 b 3 4 abc b ' 4 c 4 abc a^ 4 c 4 abc 'àbc 
với a, b, c > 0. 

Bài tập 10. *Chứng minh rằng: - + — + -> —, 

X y z xyz 4 2 

với X, y, Z>0cóx4y4z = 1. 

Bài tập li. 

1. Trong các hình chữ nhật có chu vi bằng 4, hày chi ra hình có diện tích lớr 
nhất. 
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2. Trong các hình chữ nhật có (liên tích bảng 3, hãy chi ra hình có chu vi nhỏ 
nhất. 

Bài tãp 12. *Tìm giá tri lớn nhát cùa hàm sô: y = (x + 3)(7 - x), với - 3 < X < 7. 

Bài táp 13. *' lìm gia trị nhỏ nhất cua hàm số: V = ~ + — . với X > 0. 

2 X 


Bài tập 14. *Tìm giác trị nhò nhất của hàm số: y = X 2 + —- , với X > 0. 


Bài tập 15. *Tìm giác trị lớn nhát cua hàm sô: y = x\2 - x) \ với 0 < X < 2. 

V. HƯỚNCỈ DẪN 

Bài tập 1: Gọi a. b. c là độ dài ba canh cùa tam giác, thế thì : a + b + c = 2p 
và nhớ rang p - a. Ị) b. p - c là ba số đương. 

Theo công thức llérỏng 

( 

s 2 = p(p - a)(p - b)(p - c) < p. 


(p - a) + (p- b) + (p - c) 
3 


Y* 4 

_ p 


27 


o s < 


7 

p 

3v3 ■ 


dấu đẳng thức xảy ra khi :p-a = p- b = p- coa = b = c<=> tam giác đều. 
Bài tập 12: y Max = 25, đạt dược khi X = 2. 

Bài tập 13: y Min = 6, đạt dược khi X = 6. 

Bài tập 14: y Mm = , dạt (lược khi X = y 3 . 

v27 

3\5 5 . ... 3 

Bài tập 15: y\ Uy = , dat dirơc khi X = ^ . 

4 h 4 


Bài toán BẤT »i\(; 11IÍC lỉl \III U ÔI»V KI 
4 VÀ CÁC ÍÍNG IIỤNG 

I. KIẾN THỨC Cơ BÁN 

Bất đảng thức Bunliiacỏpxki: Cho a t , a 2 , bị, b 2 là những số thực, ta có: 
(a,b| 4- a 2 b 2 )‘ < ( aị" + a? )(bị’ 4 bị), 

dấu đảng thức xảy ra khi ~ = --. 

b| bi 

Mở rộng: Với các số thực a,, a 2 , a ; , bị, b 2 , b-„ ta luôn có: 
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(a,b| + a : b 2 + a ; b,) 2 ^(aj + a? + )( bf + bị + bị). 

dấu đẳng thức xảy ra khi và chi khi: “ = — * 

bị b : b, 

II. CÁC VÍ DỤMINHHOẠ 

Bất đảng thức Đunhiacôpxki thường dược sử dụng cho các dạng toán: 

Dạng ỉ: Chứng minh bất đảng thức. 

Dạng 2: Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất cùa hàm số hoặc biếu thức. 

Dựng 3: Giải phương trình. 

1. CHỨNG MINII BẤT ĐANG THỨC 

Ví du 1: Chứng minh rằng với mọi sô thực X, y luôn có: 

(X' + y Y < (x 2 + y 2 )(x 4 + y 4 ). 

Giải 

Ta có: VT = (X' + y V = (x.x 2 + y.y 2 ) 2 < (x 2 + y 2 )(x 4 + y 4 ). đpcm. 

Ví du 2: Chứng minh ràng với a, b, c tuỳ ý, ta luôn có: ab + bc + ca < a 2 + b 2 + c 2 . 

Giải 

Ta có: VT 2 = (ab + bc + ca) 2 < (a 2 + b 2 + c 2 )(b 2 + c 2 + a 2 ) = (a 2 + b 2 + c 2 ) 2 . 

Lấy cần bậc hai cùa hai vế, ta di đến: 

a 2 + b 2 + c 2 > lab + bc + cal > ab + bc + ca, đpcm. 

Ví du 3: Cho a, b, c là dộ dài ba cạnh của một tam giác, p là một nửa chu vi. 

Chứng minh rằng: yịp < Jp - a + \Jp~-b + Jp-C < y/ĩp . 

Giâi 

Ta có: ( yịp-ii + \fp-b + v/p^c) 2 = (1 .>/p-a + 1-Vp-b + \.yjp-c Ý 

< (l 2 + l 2 + l 2 )(p - a + p - b + p - c) = 3p 
<=> 7p-a + Jp-b + yỊp-c < yịĩp (1) 

Dấu dẳng thức xảy ra khi: < > a - b - c. 

■ Ta đi chứng minh : sịp < sjp - a + Jp-b + yj p - c 

bàng phép biến dổi tương dương, cụ thể: < yfp- a + \jp-b + yỊỘ - c 

o p<p-a+p-b+p-c + 

+ 2 N /(p-a)(p-b) + 2Ặp-c)(p-ả) + 2 Ập - b)(p-c) 

<=> 0 < 2yJ(p-'d)(p - b) +2>/(p - c)(p - a) +2>/(p - b)(p - c). 
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Vỉ du 4: Cho a, h, c là ba số khác 0. Chứng minh rằng: 

„2 .2 .2 „ , 

a b c 11 b c 

77 + -7 + 2 7^7 + -+- 

b c a b c a 


Áp dụng bát đảng thức Bunhiacỏpxki ta có: 

2 .2 „2 / L 1 \2 

, a b c wl2 t l2 . l2 . ^ a b c 

(77 + ” + “)(1 + 1 + 1)> 7 + - + - 

b c a V b c a ) 

a 2 , b 2 ,c 2 ( a , b cìl 'a . b c) 

0 c 1 a 2 V b c a J 3 V b c a ) 

... ^_ 1 f a b c ^ 1 abc 

Nhận xét răng: - . - + — + - > ỉị = 1 , 

3 y b c a J Y abc 


a b c _ a b c 

7 + — + - > 7 + - + - 

b c a b c a 


a b c 1 a b c^a b c 

suy ra: 7 + - + - .7. 7 + - + - > 7 + - + - 

V b c a ; 3 V b c a ) b c a 


x . ,. . m a 2 b 2 c 2 ^ a D c 

từ đó (*) được biến đối: —- + —r + -T > — + — + -. 

b 2 c 2 a 2 b c a 

Dễ nhận thấy dấu đảng thức xảy ra khi a = b = c. 

Chú ý : Với các bài toán có điều kiện ta cần khéo léo biến đôi để 

nhận được biểu thức điều kiện hoặc sử dụng ngay biểu thức 

điều kiện để biến đôi. Cụ thể ta đi xem xét các ví dụ sau: 

Ví du j>i Hai số X, y thoả măn X 2 + y 2 = 1. Chứng minh rằng: - 5 < 3x + 4y < 5. 
Giải 

Ta có: (3x + 4y) 2 < (3 2 + 4 2 )(x 2 4- y 2 ) = 25. 

Lấy căn hai vế, ta được: I3x + 4yl < 5 o - 5 < 3x + 4y < 5, dpcm. 

Ví du 61 Cho các số không âm X, y thoả màn X' + y' = 2. Chúng minh rằng: X 2 + y 2 < 2 . 
Giải 

Áp dụng bất đảng thức Bunhiacôpxki ta có: 

(X 2 + y 2 ) 2 = (N/x .x/c + Jỹ.\Ịy\ < (X + y)(x' + y') = 2(x + y) 


a b c 


Chú 
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o(x : + y~Y< 4<x + yr = 4U.X+ l.y) 2 < 4(1 + 1XX 2 + y 2 ) = 8(x 2 + y 2 ) 
o (X 2 + V 2 )' <80 X 2 + y 2 < 2,đpcm. 

Dé nhận thấy dâu đảng thức xay ra khi X = y = 1. 

2 . TÌM GIÁ TRỊ LỚN NHẤT VẢ NHÓ NHẤT 

Ví du 1: Trong tất cả các nghệm (X, y) cua phương trình: 2x + 3v = 1 (*) 

hãy chi ra nghiệm có tống 3x 2 + 2y : có nghiệm nhỏ nhất. 

Giai 


, (2 r 2 n ;'' 2 

Ta có: 1 = (2x + 3y ) = — 7 = .X + V 3 + V + V2 

l V3 V 2 ■ 


< 


4 9 

— + — 
3 2 


(3x 2 + 2y 2 ) - ~(3x 2 + 2y 2 ) => 3x 2 + 2y ? > 
6 


35 


Dấu đảng thức xảy ra khi ta có: 



(*> 

o 


2x + 3y = 
* 3x _ 2ỵ 
J ” 3 


X = - 7 - & y = 

35 


9 

35 ■ 


6 4 9 

Vậy (3x 2 + 2y 2 ) Min = đạt dược khi X = - và y = . 

3. GIẢI PHƯƠNG TRÌNH 

Vấ du 1: Giải phương trình: 2 x 1 + (1 - 2 x) 4 = ~ . (1) 


Giải 


Biến dổi vế trái của phương trình: 2x 4 + (1 - 2x ) 4 = ~ .3.[ 2x 4 + (1 - 2x) 4 ] 


= ^(l 2 + 1 2 + 1 2 )[ x 4 + x J + (l - 2x) 4 ] > ị [ x 2 + x 2 + (l -2x) 2 ] 2 
= ^{3.[x 2 + x 2 + (l - 2x)-]] 2 

mS é/ 

= l(l 2 + l 2 + 1 2 )‘[ X 2 + X 2 + (1 - 2x) 2 ]} 2 > ^[x + X + (1 - 2x)] J = — 

Vậy phương trình có nghiệm khi dấu đảng thức xảy ra 

X 2 =x 2 = (1 - 2x) 2 
X = X - 1 - 2z 


o < 


o X = -7 . Vậy phương trình có nghiệm X = ^ 
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III. BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 

Bài táp 1. Chứng minh rằng nếu X 2 + y 2 = 1, thì : - \Í2 < X 4- y < \I2 . 
Bài tập 2. Chứng minh ràng nếu X 4- 3y = 2. thì: X 2 + y 2 > ^ . 


Bài tập 3. Chứng minh rằng nếu 2x 4 3y = 7, thì: 2x 2 4- 3y 2 > 


40 


Bài tập 4. Cho a. b, c, p. q là 5 số dương tuỳ ý. Chứng minh: 

' a b c ^ 3 

—-- + - 4 - - > -. 

pb 4- qc pc 4- qa pa + qb p + q 

Bài tập 5. Cho a, b, c là ba số dương cho trước, còn X, y, 7 là ba số dương thay 

, , , a b c 

đôi, luôn luôn thoa mãn điéu kiện: - + - + -=! 

X y z 

Hãy tìm giá trị lớn nhất của tổng s = X + y + z. 

IV. HƯỚNG DẪN 

Bài tập 4: Ký hiệu bất dẳng thức cần chứng minh là (1) 


Để ý rằng: a = 


b = 


pb + qc 


. Vã(pb + qc), 


pc + qa 

Gọi s là vê trái của bất dẳng thức (1). 

f 

Ta có: (a + b + c) 2 = 


- .^Kpc + qa), c= — c : — , yjc(p-à + qb) 
a V P a + ob 


+ 


pb 4- qc 

b 


.sj'à(pb + qc) 


. yỊ b(pc-t-qa) 


• >/c(pa + qb) j 


pc + qa ]Ị pa + qb 

< s.[a(pb + qc) + b(pc + qa) + c(pa + qb)] 

= S(p + q)(ab + bc + ca). ' (2) 

Mật khác: ab + bc + ca < i (a + b + c) 2 , 

3 

bởi: 3(ab + bc + ca) = ( ab 4- bc + ca) + 2(ab 4- bc 4- ca) 

< a 2 4- b 2 4- c 2 + 2(ab 4- bc 4- ca) = (a 4- b 4- c) 2 . 

v2 


Với kết quả dó từ (2) ta suy ra: (a 4- b 4- c) 2 < S(p + q). 


(a 4- b 4- cỵ 
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3 

=> s > —-— , vì a + b + c > 0, p + q > 0. 

p + q 

Bài lập 5 : Ta có: Vã = . Vx . 

V X 

/ r~ 

Vậy ta được: (Vã + Ví) + Vc ) 2 = J-.Vx + , 

l Vx 

/ , 
a b c 

v X y z 

Dấu đảng thức xảy ra khi: 

a b c , 

-+-+-=1 
X y z 

<r> - 

X y z 

.Vã vĩ Vc 

Vã Vb Vc 

Vã + Vb + Vc * ^ ~ Vã + Vb + Vẽ ' ~"Vã + Vb + Vc 

Vậy Min(x + y + z) = (Vã + Vb + Vc j 


ÔN TẬP CnƯƠNC II 


Bài tập 1. Chứng minh rằng: 

a. 5a - 3 > 5b + 8 với a > b. b. 7 - 2a < 2 - 2b với a > b. 

Bài tập 2. Chứng minh rằng: 

^ a b 

a. 4a 2 4- 9b 2 > 12ab với a, b e R. b. f + - £ 2 nếu a > 0, b > 0. 

ba 

c. ị(a + b)>2 Vãb nếu a > 0, b > 0. d. a 2 + b 2 + 2 > 2(a + b) với a, b G R. 
2 

Bài tập 3. Chứng minh rằng: 

a. a 2 + b 2 + c 2 > ab + bc + ca với a, b.CG R. 

b. a 2 + b 2 + ab > 0 với a, b G R. Dấu đẳng thức xảy ra khi nào ? 

Bài tập 4. Chứng tỏ rằng 7,99 là nghiệm của bất phương trình: X < 8 

Hãy kể ra năm số lớn hơn 7,99 mà cũng là nghiệm cùa bất phương trình dó. 

Bài tập 5. Chứng tỏ ràng 5,02 là nghiệm cùa bất phương trình: X > 5 

Hăy kể ra năm số nhỏ hon 5,02 mà cũng lò nghiệm của bất phương trình đó. 
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Bài tàp 6. Cho biếu thức: A 


\ - 3 

X + ! 


a. 'lun giá trị của X dế A = 2. b. lìm giá trị cùa X dể A > 1. 

Bài tập 7. Tim tập xác định của biểu thức, rút gọn biểu thức và ùm giá trị của X 
để biểu thức thu gọn có giá trị âm: 


A = 


X + 2 
3x 


+ 


x + 1 


-3 


2 - 4x X 2 — 3x — 1 


x + 1 


+ 


3x 


Bài tập 8. Giải các bất phương trình và biểu diễn tập nghiệm của chúng trên trục 
số. 

a. 2(5x - 1) - 8x > 4x + 5. b. 4x - 9 > 2(4x + 1) + 5. 

Bài tập 9. Giải các bất phương trình và biểu điền tập nghiệm của chúng trên trục 


số. 


a. 2x + 5,4 < 


3x - 8 
5 


. . , 2 + 4x ^ 5x - 7 ữ 
b. 2 + ——— > ——- + 8. 


4x 


Bài tập 10. Giải phương trình: — — \ + ^~ịr- = 77— —— -—. 

5x — 1 3-5x (1 - 5x)(5x - 3) 


Bài tập 11. Giải các bất phương trình: 
x-5 2x -1 


a. 


<3. 


, 2x - 1 X + 1 

b. —— < 


4 2 3 2 

Sau đó tìm các giá trị nguyên cửa X thoà mãn cả hai bất phương trình trên, 


Bài tập 12. Cho biếu thức: A = 


/ 2xfl 1 — 2x 16x 2 1 16x 3 -4x 


1 — 2x 1 -t- 2x 4x 2 - 1 


4x -4x +1 


a. Rút gọn biểu thức A. 

b. Tim giá trị của x để biểu thức A có giá trị dương. 


Bài tập 13. Cho biểu thức: A = 


1 


X_ ì_ y 

X 2 - 1 X 3 - x> 


x z -2x 4- 1 


X + X 


X - 2x + 1 

a. Tim tập xác định của biểu thức A. 

b. Rút gọn biểu thức A. 

c. Tính giá trị của biểu thức A với X = 2; X = -1. 

d. Tìm giá trị của X để A = -1. 

e. Chứng minh rằng A < 0 với mọi giá trị của X thuộc tặp xác định cùa biểu 
thức. 

f. Tìm giá trị cùa X dể A > -1. 


127 




Bài tập 14. Rút gọn biểu thức rỏi tìm giá trị cùa X dể biểu thức rút gọn âm: 

X 2 - 4x + 4 
X 3 -2x 2 -4(4x -8) ' 

Bài tập 15. Giải phương trinh: - X - 5 = - . 

Bài tập 16. 'Tách phần nguyên cùa biếu thức sau đày và tìm các giá trị nguyên 

,., - _, ., ._. 4x 3 - 6x 2 + 8x 

cua X ciê biêu thức cũng có giá trị nguyên: -—— --. 

2x -1 

Bài tập 17. Giải các phương trinh: 

a. 2x' - 3x 2 + 2x - 3 = 0. b. x' + 5x 2 - 4x - 20. 

c. x' + 3x 2 + x-5 = 0. d. X 2 + 12x + 32 = 0. 

Bài tập 18. Rút gọn rồi chứng minh các biểu thức sau luồn luôn dương với mọi giá 
trị của biến thuộc tập xác định cùa biểu thức: 

X 2 - 2x + 2 , x 4 -x-.-x-t 

a. - ỹ—~- b - ' 7 -• 

x 2 +i x 2 -l 

Bài tập 19. Chứng minh rằng giá trị biểu thức sau không phụ thuộc vào giá trị của 
biến X thuộc tập xác dịnh của biểu thức: 

X 2 8x + 4 ( x + l 

(x + 2) 2 (x-2) (x 2 -4) 2 (X + 2KX-2) 2 JU , 

Bài tập 20. Giải phương trình: = : - - — - 1, 

x + 2 x-1 (x + 2)(x-l) 

[{ ] \ \ 2 ( 1 X -1 

Bài tập 21. Cho biểu thức: A = —+ Ị — -+ 1 r- 

LU 2 / X 2 +2x4-1 (x + 1) vx )] X' 

a. Rút gọn biểu thức A. b. Tim giá trị của X để A = 3. 

c. Tìm giá trị của X dể A < 1. d. Tim giá trị của X để A < 0 . 

Bài tập 22. Chứng minh hàng đảng thức: (x + y) 2 - (x - y) 2 = 4xy. 

Bài tập 23. Cho hai sô X và y có tổng bảng 6. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
xy. 

Bài tập 24. Cho hai số đương X và y có tích bàng 25. Tim giá trị nhỏ nhất của 
biểu thức X + y. 

Bài tập 25. Cho biết X + y = 2. Tìm giá trị nhỏ nhất cùa các biểu thức: 
a. A = X 2 + y 2 . b. B = x' + y\ 


128 



Bài tập 26. Chứng to ráng, trong một tam giấc thì độ dài một cạnh luôn nhỏ hơn 
nửa chu vi. 

Bài tập 27. Chứng minh rằng: 

a. (m + 1 ) 2 > 4m. b. nr' + n 2 + 2 > 2(m + n). 

.. ( \ \ \ 

Bài tâp 28. Cho a > 0. b > 0. Chứng minh ràng: (a + b) - + 7 - >4 

Va b) 

Bài tập 29. Chứng tỏ diện tích hình vuông cạnh lớn hơn lOm không nhò hơn 
hình chữ nhật có cùng chu vi. 

Bài tập 30. Giai các bất phương trình: 

a. 3(x - 3)(x + 3) < 3x 2 + 2x. b. (4x + 5)(2x - 7) > l()x 2 + 8x + 7. 

Bài tập 31. Giải các bất phương trình: 

3x 2 -7x 3 x + 1 X (3 X — 1) , 3x — 21 3x 2 +x x(ỉ-2x) 4x 

a. ——-+ —— < ——— . b. —-—-— > ——- —. 

3 4 2 4 3 2 3 

... .... . _ 3x - 2 x(x -3) ; 3x-2 x(x-3) 

Bài tập 32. Cho hai biêu thức: À = —— và B = + —--— 

33 3 33 3 

a. Với giá trị nào của X thì giá trị cùa biểu thức A không lớn hơn giá trị biêu 
thức B ? 

b. Với giá trị nào cua X thì giá trị cùa biếu thức A không nhỏ hơn giá trị biếu 
thức B ? 

DẰÍ . . ..... . , , 6x -1 X + 3 3x - 2 2 X - 3 

Bài tập 33. Cho hai biếu thức: A = - + - 7 — và B = :— 

18 12 9 6 

a. Với giá trị nào của X thì giá trị của biểu thức A không lớn hơn giá trị biểu 
thức .B ? 

b. Với giá trị nào cùa X thì giấ trị của biểu thức A không nhỏ hơn giá trị biêu 
thức B ? 

Bài tập 34. Tìm X sao cho: 

a. - (2 -x ) 2 < 0 . b. x(x - l)(x - 2 ) < 0 . 

Bùi tặp 35. Tìm X sao cho: 

a. (2-x) 2 >0. b. (X - 4)(x - 5) > 0. 

Bài tập 36. Tìm X sao cho: 

X - 1 , X + 3 

a. ——7 > 0 . b. ——- < 0 . 

X - 2 X + 4 

Bài tập 37. Giải bâì phương trình: 

a. (x - 4)(X - 3) > (X + 2)(x + 8 ). 

b. (x - 2)(x + 2) - (1 - 3x)(x + 4) > 4x(x - 1). 


b. (X - 4)(x - 5) > 0. 


u X + 3 ^ _ 
b. —- < 0 . 
X + 4 


2x-1 , 

c. x - —— > 1 . 

4 


, x-1 x+5 . 

d. X - —:-—— > 3. 

3 4 
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Bài tập 38. Với giá trị nào của X thì: 

a. (25 - x)(x - 52) > 0. b. - 1 -<0. c. > 0 

25-X X +'31 

Bài tập 39. Chứng tỏ rằng các phương trình sau vô nghiệm: 
a. I5x + 9ỉ = 5x + 2. b. I 8x - 3 I = 8x - 8. 

Bài tặp 40. Giải các phương trình: 

a. I 3x1 = 5x - 6. b. Ix + 18 I = 7x - 9. 

c. ! -33x I = 25x + 10. - d. I 4 - 7x1 = X - 16. 

BàI tập 41. Giải các phương trình sau: 

a. I5X + 2I =13. b. ỉ 8x - 71 = 9. c. 115-3x1 + 2 = 23. 

Bài tập 42. Giải các phương trình sau: 

a. I3x + 13 I = I X - 21. b. I 5x - 18 I = I 7 - xl. c. 123 - 7x I = I X I. 

Bài tập 43. Một người di bộ một quãng dường dài 18km trqng khoáng thời gian 
không nhiều hơn 4 giờ. Lúc đầu người dó di với vận tốc 5km/h. về sau di với vận 
tốc 4km/h. Xác định độ dài quàng dường mà người*dó đà di với vận tốc 5km/h. 

Bài tập 44. Hai công nhân được giao làm một sô sán phẩm, người thứ nhất làm 
nhiều hơn người thứ hai là 30 chiếc. Người thứ nhát làm trong 15 ngày, người 
thứ hai làm trong 12 ngày. Biết ràng mỏi ngày người thứ nhất làm ít hơn người 
thứ hai là 3 sán phẩm. Tính số sản phẩm mỗi người làm trong một ngay. 

Bài tập 45. Hai dội cóng nhàn dặt dây diện trên một doạn dường. Ncu họ cùng 
làm thì sau 4 ngày xong việc. Nhưng khi thực hiện,.dôi II phái làm một việc 
khác. Đội I là một mình được 9 ngày thì đôi II trờ lại. Họ cùng làm t ngày nữa 
thì xong việc. Hỏi nếu mỗi dội làm một mình thì bao lâũ xong việc? 

Bàí tập 46. Một tổ sàn xuất phải làm một số dụng cu trong 18 ngày. Do đã vượt 
mức mỏi ngày 5 chiếc nên sau 16 ngày tố đã làm xong số dụng cụ dược giao và 
còn làm thêm 20 dụng cụ nữa. Tính số dụng cụ tố sản xuất đó dược giao. 

Bài tập 47. Hai đội công nhân lâm nghiệp trồng dược tất cà 410 cây, trong đổ 
dội I làm trong 4 giờ, dội II làm trong 5 giờ. Biết rằng nếu đội I làm trong 5 giờ, 
đội II làm trong 4 giờ thì số cây hai dội trồng dược bằng nhau. Tính xem mỗi 
giờ mỗi đội trồng dược bao nhiêu cây? 

Bàì tập 48. Giải các bất phương trình rồi biểu diền tập nghiệm trên trục số: 
a. ỉ 6x + ỉ I < 15. b. I X - 14 I > 5. 

c. I2x-3I> 17. d. 14-7x1 <25. • 
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lum 2 

llìiili họe 
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cntlOỉMG I - tam giac đ Õ ng D ạ NG 


Trong chương này, chúng ta sẽ thu nhặn được khái niệm về sự đồng dạng củ 
hai tam giác, cụ thế: 

1. Định lí Ta - lét trong tam giác 

2. Tinh chất dường phân giác của tam giác 

3. Hal tam giác dông dạng 
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BỊNII LÍ TA - LÉT 
TRONG TAM GIÁC 

KIẾN THỨC Cơ BAN 

ri SỐ CỦA HAI ĐOAN THẢNH 

Định nghĩa : Tỉ sò cùa ỉtai đoạn thang lù tỉ sổ độ dài của chúng theo 
cùng một dơn vị do. 


AB 


CD ~ 8 ~ 4 ' 
AB _ 2_ 1 

CD ~ 10 


hí du ỵ 

Với AB = 6cm và CD = 8cm thì ta có ti sò cùa nỏ: 

Với AB = 2cm và CD = idm thì ta có ti số cùa no: 

CD 10 5 

ạựtỊ- 1. TỈ sô cua hai đoạn (hang không phụ thuộc vào cách chọn đơn 

2. Dựa vào tì số của hai đoạn tháng chung ta có thể tính được dộ 

dài của đoạn thăng, thí dụ sau minh hoạ điều này. 

hi du 2 ị Cho đoạn tháng AB = 5cm. Trẽn đường thảng AB lây các diêm c, D 

, CA DA 1 _ : Af r . _. ._,» 

sao cho —7 = — 7 = - (C năm trong đoan thang AB, D năm ngoài đoạn thăng 

CB DB 2 

AB). Tính dộ dài các đoạn thang CA, DA. 
idi 

Ta có thê lựa chọn một trong hai cách trình bày sau: Ị} CA D 

ách 1: Ta có: • * • • 


CA 1 ^ CA 1 CA 1 CA 1 ^ c 

—77 = -7 => - — _> —7 = -7 => — =■ - > CA - 5cm. 

CB 2 CA + CB 1 + 2 AB 3 15 3 


DA _ 1 DA _ 1 

DB ~ 2 DB - DA 2-1 


. DA DA , _ ,, 

=0 —— = 1 => —— = 1 => DA = 15cm. 


AB 


ách 2: Ta có: 


CA CB CA+CB AB 15 


1 2 1 + 2 
DA DB DB -DA _ AB 
2-1 1 


3 3 

= 15 => DA = 15cm. 


15 

5 CA = 5cm. 


1 ‘ 2 

. ĐOẠN THẢNG TÍ LỆ 

hí du 3: Cho AABC, gọi M, N theo thứ tự là trung diểm của AB, AC. Hãy tính 

. AM , AN 
các tí sỏ —— và —— . 

AB AC 
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Giòi 

Với giả thiết: 


M là trung điểm của AB, ta dược: 
N là trung điểm của AC, ta được: 


AM AM 


AB 

AN 


2AM 
AN 



■ N là trung điểm của AC, ta được: = ——7- = -7 . BZ - \c 

AC 2AN 2 

Nhản xét: , . . . , AM _ AN 

V Theo ket qua trên, ta có: —— = —— 

AB AC 

|íf J khi đó, người ta nói "hai đoạn thăng AM và AB tỉ lệ với ha 
■ V đoạn thăng AN và AC. 

Từ đó, ta có định nghĩa: 


Định nghĩa : Hai đoạn thẳng AB và CD gọi là tỉ lệ với hơi đoạn thẳng 

, D ' /~> r\ ' I -\.I -V A|B| 1 X CD 

AịDị và CịD, nếu có hệ thức: —— = - _ hoặc ——— = —— . 

CD CjDi AịBi qDị 


3. ĐỊNH LÍ TA - LÉT TRONG TAM GIÁC 

Nội dung của định lí Ta - lét như sau: 


Định lí Ta - lét: Nếu một đường thẳng song, song với một cạnh của tam 
giác và cắt hai cạnh còn lại thì nó định rơ trên hai cạnh dó những 
đoạn thảng tương ứng ti lệ. 


Như vậy, trong AABC nếu MN song song với BC, ta nhận được: 
AM _ AN A 

MB ~ NC ’ 

AM AN 


AB 

BM 


AC 

CN 



AB AC 

Thí du 4ị Tính các độ dài X, y và z trong hình vẽ, biết BC = 12cm. 
Giải 

Với MN song song với BC, ta có: AM 


Với NI song song với AB, ta có: 

CN CI . 3 z 

—— = —7 o - = — o z = 4cm. 

CA CB 9 12 

Ta có: BC = BI + G o 12 = y + 4 <=> y = 8 cm. 


AN 4 6 . ^ 

o — = — <=> X = 3cm. 
MB NC 2 X 

A 
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Nhãn xét: 


1 . 


Trước hêt ta cỏ nhộn xót: 


BM 

BA 


BI = 2 _8^ 
BC 6 + 12 


= 1 


tử đỏ, ta có thể nêu một bài toán: 

"Cho \ABC. Từ diêm N trên AC kẻ các dường thang 

song song với các cạnh BC và AB, chung cắt các cạnh Ab 

và BC theo thứ tư tai hí và Ị. 

. .. , • . BM BI _ 

Chung minh rã ne: — + —— = 1 . 

BA BC 


2. Kết luận của định lí Ta - let vân đúng trong hình thang, 
cu the: 

"Cho hình thang ABCD có AB // CD và AB < CD. 
Dường thang song song với AB cắt các cạnh bẽn AD, 
BC theo thư tự tại A í, N. Chihig minh rằng: 

MA NB 



Thật vậy: 

a. Kéo dài AD và BC, chủng cắt nhau tại E, khi đó ta lần lượt 
xét: 


MA = MA AE _ NB BE _ NB 
AD AE AD BE BC BC 
b. Tá có thê trình bày theo hai cách: 

Cách T. sử dụng tính chât của dãy tỉ số bằng nhau, ta có: 
MA ^ NB M A = NB 

AD BC c> AD - MA BC - NB 


MA = NB 
MD NC' 

Cách 2. sử dụng phép biến đôi như trong câu a), ta có: 
MA = MA ME = NB NE = NB 
MD ” ME MD NE NC NC' 

' c. Ta có thê trình bày theo hai cách 
Cách ỉ: sử dụng tính chất của dãy tì sỏ bàng nhau, ta cỏ: 
MA _ NB M A + MD = NB+NC _ AD = BC’ 

MD NC x > MD NC MD N c 


135 



Cách 2. sử dụng phép biến đổi như trong câu a), ta có: 

DE _ NC CE NC 

AD DE AD CE BC BC 


4. ĐỊNH LI TA - LÉT ĐẢO 


Định lí Ta - ỉét đảo : Nếu một đường thẳng cắt hai cạnh của một tam 
giác và định ra trên hai cạnh này những đoạn thẳng tương ứng tỉ lệ thì 
đường thẳng dó song song với cạnh còn lại của tam giác. 


Như vậy, trong AABC nếu ta có: 

<^> MN // BC, 

<=> MN // BC, 


A 


AM 

_ AN 

MB 

" NC 

AM 

_ AN 

AB 

AC 

BM 

_ CN 

AB 

~ AC ' 

Nhân xét: 

Theo 



c 


cách để chứng minh hài dường thăng song song và dường 
trung bình của tam giác. 

ThTdĩũ 5; Cho AABC có trọng tâm G. Lấy các điểm M, N theo thứ tư thuộc AB 

_ 2 _ __ . 

và AC sao cho AM = 2MB và AN = ~ AC. Chứng minh răng ba điêm M, N, G 

thảng hàng. 

Giải 

Gọi I là trung điểm của BC. 

Từ giả thiết về các diêm M, N ta dược: = 2 và = \ . 

ờ BM AC 3 


Vì Ci là trọng tâm AABC, suy ra: 


AG 

- AG 
= 2 => — = 

AM 

IG 

IG 

BM 

AG 

2 AG 

= — => —— : 

_ AN 

AI 

3 AI 

. AC 


OMG//BI. (1) 
ONG//CL (2) 



Từ (1) và (2) suy ra ba diểm M, N, G thẳng hàng. 

5. HỆ QUẢ CỦA ĐỊNH LÍ TA - LÉT 

Nếu một dường thảng cắt hơi cạnh của một tam giác và song song với 
cạnh còn lại thì nó tạo thành một tam giác mới có ba cạnh tương ứng ti 
lệ với ba cạnh của tam giác dã cho. 
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Giải 


a. Áp dung dịnh lí Talet. ta lán lượt xét với: 


Trong ABCD, vì NO // CD nên: 
, _ _ OM ON 


b. Trong AOFC vì AB // CD nén: . 

FC OF 

Trong AOFD vì AB // CD nên: i: . B = -- . 

FD OF 

rừ (4) và (5) suy ra: —— = — => -— = 


OM 

AO 

(1) 

: OD ; 

= AC 

AO 

BN 

(2) 

Ảc ~ 

BC 

BN 

BC = 

ON 

CD 

(3). 

=> OM 

= ON. đpcm. 




B 


m 


FC FD ' FC ' EA 
Nhân xét : 1. Ta có thể chửng minh OM = ON bằng phương pháp 
điện tích. 

2. Trong ví dụ trến để chứng minh OM = ON ta đi chứng 

minh 777 = 777 bằng cách áp dung định lí Ta-let ba lần, 
CD CD 6 K • 6 * 


tỉ sô 


, OM 


AO BN ON 


. ' I ... I V /AVV l-m 

lân 1 ượt băng —, ■—, —7-. 

CD AC BC CD 

3. Khai thác kết quả của câu b), trong trường hợp m = n thì 

M là tTung điểm của AB, N là trung điểm của CD, ta có 

định lí: 

" Trong hình thang, dường thắng di qua giao 
diêm hai dường chéo vả ữung diêm của một dáỵ 
thì di qua trung diêm của dáỵ kia 
Nói cách khác: 

" Các truiìg diêm của hai đáy và giao diêm hai 
dường chéo hình thang là ha diêm thắng hàng". 

Ví du 3; Trên các cạnh AB, AC cùa AABC, lần lượt lấy hai điểm M, N sao cho 
AM AN , 

—-7 = —— . Gọi I là trung điểm cùa cạnh BC, K là giao điểm của dường 
AB AC 

thẳng AI với đường thẳng MN. Chứng minh rằng K là trung điểm cùa cạnh 
MN. 
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Giai 


AM AN 

Trong AABC ta có: ~~ = ----- MN // BC 

AB AC 


Trong AABI vì MN // BC nên: 
Trong AAIC VI MN // BC nên: 
Từ (1) và (2) suy ra: 


MK _ AK 
BI ~ AI 

AK KN 


AI IC 
MK KN MK BI 


A 



( 2 ) 


BI IC KN IC 


= 1 . 


c 


Vậy K là trung diêm cua MN. 



Từ kết quả của ví dụ trên ta suy ra: 

" Trong hình thang, dường thắng di qua giao điểm của các 
dường thăng chứa hãi cạnh bên và h ung diêm của một đáy 
thì di qua h ung diêm cùa dáy kia 
Nói cách khác: 

" Giao diêm của các dường thăng chứa hai cạnh bén và 
trung diêm của hai dáy là ba diêm thắng hàngf '. 

Mở rộng. 

" Trong hình thang (có hai đáy không bằng nhau), trung 
diêm của hai day, giao diêm hai dường chéo và giao 
diêm của các dường thăng chứa hai cạnh bên là bốn 
diêm thìănghàng". 

Tính chất này được gọi là bồ đề hinh thang. 


III. CÂU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 
Caư hỏi i: 

a. Phát ỈA. dinh nghĩa tỉ số của hai doạn thẳng. 

. AR 

b. Tính tỉ số —— biết AB = 18cm, CD = 50mm. 

CD 

Câu hỏi 2: 

a. Phát biêu định nghĩa hai cặp đoạn thảng tí lệ. 

b. Cho tỉ lệ thức - = —. Điền vào chỗ trống: — 

b d b b-a 

Cảu hỏi 3: 

a. Phát biểu dính lí Talet và hệ quả. 

b. Dùng định lí Talet để chứng minh định lí: 
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"Nến một dường thẳng di qua trung diếỉtì một cạnh cùa tam giác và song 
song với cạnh thử hai thì nó di qua trung diêm cạnh thứ ha' . 

Cảu hỏi 4: 

a. Phát biêu định lí Talet đảo. 

b. Dùng định lí Talet đảo đe chứng minh định lí: 

"Đường thang di qua trutịg diêm hai cạnh cùa tam giác thì song song với 
cạnh thứ ba 

Câu hỏi 5: 

a. Phát biêu hệ quả của định lí Talet. 

b. Dùng hệ quả cùa định lí Talet dể chứng minh định lí: 

"Dường trung bình của tam giác thì bằng một nửa cạnh thứ ba ". 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1: Tính ti sỏ cùa các cặp đoạn thảng sau: 

a. AB = 15cm, CD = 9cm. 

b. EF= 125cm, GH = lOdm. 

Bài tập 2: Cho AABC, các trung tuyến AD, BE, CF cất nhau tại G. 

AF 

a. Tính ti số ~~ . 

AB 

b. Kể tên một vài cặp đoạn thảng tí lệ với AG và GD. 

Bài tập 3: Cho đoạn thảng AB có độ dài lOcm. Các diêm c, D thuộc dường thẳng 

AB sao cho = -— = ~(C nám trong, còn D nám ngoài doạn thảng AB). 

CB DB 2 . 

Tính khoảng cách từ c và từ D dên B. 

Bài tập 4: Cho AB = 4CD và CD = 3A,B,. 

a. Tính ti số của hai đoạn tháng AB và A,B,. 

b. Biết MN = 9cm và MịNị = 10,8dm, hỏi hai doạn thảng AB, A|B| có ti lệ với 
hai đoạn thảng MN và M|N| hay khổng ? 

Bài tập 5: Tính độ dài X, y, z của các doạn thảng trong hình sau, biết BC = 9cm: 


A 




140 



Bài tập 6: Cho AABC có BC =a. ỉ Ấy các điếm M N trên AB sao cho AM = 2MN = 3NB. 
Từ M, N kẻ các dường tháng song song với BC cát cạnh AC theo thứ tư tại D, E. Tính 
theo a độ dài các đoạn tháng DM và EN. 

Bài tập 7: Cho AABC, AC = lOcm. BC = 9cm. Lấy điếm D trên cạnh BC sao cho 
BD = 3cm. Láy các điếm Ci. H trên cạnh AC sao cho AG = CH = 4cm. Gọi E là 

AL 

giao điếm của BG và AD. Tính tì số . 

AD 

Bài tập S: Cho AABC, điếm D thuộc cạnh BC. Cho biết S AHL) = 15cm\ 

c _ n_ 2 Tí , . ... BD 

Su. = vcnv. ỉ inh ti so —— . 

BC 

Bài táp 9: Cho AABC. Từ điểm N trên AC kẻ các dường tháng song song với các 

cạnh BC và AB, chúng cát các cạnh AB và BC theo thứ tự tại M và í. Chứng 

. L BM BI 
minh răng —— + —— = 1. 

BA BC 

Bài tập 10: Cho AABC vuông tại A. dường cao AH, điếm D nam giữa 11 và c. 
Kẻ DE vuông góc với BC (E € AC), kẻ DK vuông góc với AC (K € AC). Chứng 
minh rằng BE song song với 11K. 

Bài tập li: Hình thang ABCD (AB // CD) có các đường chéo cát nhau tại o. Biết 
OA = ~ OC.AB = 4cm . Tính độ dài CD. 

Bài lập 12: Hình thang ABCD (AB// CD) có AB = lScm. CD = 20cm. Gọi M là 
trung điểm của CD, E là giao diêm của MA và BIX F là giao diêm của MB và 
AC. 

a. Chứng minh ràng EF song song vói AB. 

b. Tính độ dài EF. 

Bài tập 13: Hình thang ABCD (AB // CD) có AB = a, CD = b (a > b). Gọi M. N, 
p, Q theo thứ tự là trung diêm của AD, BD, AC, BC. 

a. Ciìứng minh ràng MN = PQ. 

b. Tính độ dài các đoạn thảng MN, NP. PQ theo a và b. 

V. HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỔ 





b. Theo tính chất trong tâm của tam giác, ta có: —- = 2 

GD 

13CÌ CG 

suy ra các cập doạn thảng ti lệ với ACi và CiD, bao gồm: 77-7 = —“ = = 2, 

GE GF 

tính chát cùa trong tâm tam giác. 

AB AC AB AC BC BC _ , , - ._ 

' 7 - = —77 = —— = = —- = —— = 2 , tính chất trung diêm. 

AF AE BF CE CD BD 

Ỉ3C AC AB 

— = —— = 7 — = 2 , tính chất của đường trung binh . 

EF FD ED 

Bài tap 3. Sử dụng tính chất dày ti sô bàng nhau. 

" , CA 3 

■ Tac6; ả 2 A £ B p 

CA + CB 3 + 2 AB 5 ^ , 

co —— = —— co 77— = 7- co CB = 4cm. 

CB 2 CB 2 

^ , DA 3 DA-DB 3-2 AB 1 

■ Ta có: —77 = X co — 7 —— = ——- co 7777 = 7- <oDB=20cm 

DB 2 DB 2 DB 2 

Vậy, ta tìm dược CB = 4cm và DB = 20cm. 

Bài tập 4. Học sinh tự làm. 

Bài tập 5. 

a. X = 3cm, y = 6 cm, z = 3cm. 

b. Học sinh ỉự làm. 

Bài tập 6 . Đật BN = X, suy ra: AM = 3x, MN = ~~. 


Ta có: 


■ Ta có: 


MD _ AM 
BC " AB 


NE _ AN 
BC ~ AB 


~ 3x 
3x + 77- + X 
2 


11 11 


- ấ 3x 
3x + -7- + X 
2 


2 _ 9 9a 

-— = —- coNE=—■ 


_ - . . .6a v . _ 9a 

Vậy, ta tìm dược MD= và NE= 7—. 

11 11 

Bài tập 7. Nhận xét rằng: 

ẳ-ỉ-2. -3 = 2 => DH // BCi 

BD 3 HG 2 



B D 
AE AG _ 2 

AD " AH " 3 



142 




Bài tập 8 . Kẻ đường cao AH. ta có: 


Sạbd _ 2 


AH.BD 


AH.CD 


BD = S ABP = 15 = 5 
CD S ACL) 9 3 



BD 3 BD _ 5 

CD 4 - BD ”3 4 - 3 BC ” 8 


Iỉ D 


Bài tập 9. Trước tiên, ta thấy MNIB là hình binh hành. 


Suy ra: 


BM NI _ CI 
BA ” BA ” BC 



„ BM . BI Cl BI CI + BI , 

Khi dó: ' 4- —- = —— 4- —— = - —- = Ị. đpcm. 

BA BC BC BC BC 

Bài tập 10. Học sinh tự lủm - Dựa trên các dường thảng song song được suy ra 
từ tính chất " Hai dường thẳng cùng VI lòng góc với dường thẳng thứ ha thì song 
sotig với nhan 

Bài tập 11. CD = 12cm. 

Bài tập 12. 

a. Ta lần lượt có nhận xét: A r _ B 


Vì MD//ABnên: 


Vì CD // AB nên: 


ME _ DM 10 2 

AE ” AB ” 15 ”3 
MF CM 10 2 



BF AB 15 3 


ME _ MF r „ D . 

Suy ra: —— = C4> EF // AB, đpcm. 

3 AE BF 


. .. EF _ MF MF 2 _ 2 . 

b. Ta có ngay: —— = — 7 “ = = -—- = — <I> EF = 6cm. 

AB MB BF 4 MF 3 + 2 5 
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TÍNH CHẤT biòm; 

Hli\ (;iù lú CỦA TAM GIÁC 


II. KIẾN THỨC cơ BẢN 
II. ĐỊNH LÍ 

Ta cổ định lí về đường phàn giác: 

Định lí: Trong tam giác, dường phàn giác cua niộĩ góc chia cạnh dối 
diện thành hai đoạn thắng tỉ lệ với hai cạnh kể hai đoạn ấy. 

Như vậy, trong AABC nếu AD là đường phản giác 

của góc A , ta nhận dược: ■— = 

5 CD AC 


hoặc 


BI) 

AB 


CD 

AC 



Thí du ỵ ChoAABC có BC = a, AC = h, AB = c và AD la dường phân giác. 

a. Tính độ dài các đoạn BI) và CD theo a, b. c. 

b. Tính tỉ sô diện tích cua hai tam giác AABI) và AACD. 

Giãi 


a. Đặt BD = X. Trong AABC có AD là phân giác, suy ra: 
BD _ AB X c ^ ^ _ ac 


CD AC 

a - X b b + c 

Á 



=> CD = BC - 

ac ab 

b + c b + c 

1 

/ 




lí 1 

D 

c 


Vậy, ta dược BD = --- và CD = — . 

b f c b + c 

e “ AH.BD Rn AR „ 

b. Kẻ dường cao AM. ta có: ----- = ị -= — = ■— = -. 

S.YACD 1 ah.CD C:D AC b 

2 

Chủ v : Định lí trôn vẫn đúng đồi với tia phân giác của góc ngoài của 



AB Ãc 
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Thỉ dụ 2: (Tio AABC có AB = 4cm, AC = 6 cm, BC = 5cm. Đường phân giác tron 

và ngoài cua góc A cát BC theo thứ tự ớ D và Dị. l ính độ dài BD, BD,. 

Giải 

Đặt BD = X và BD, = y. 

Trong AABC, ta lán lượt thấy: 

■ AD la phán giác trong, suy ra: 

DB AB X 4 , 

—— .= -7— cc* —— = 7 o X = 2cm. 

DC AC 5 - X 6 

■ AD| là phán giác ngoài, suy ra: 

BDị AB y 4 

7 — L = —— < > — L — = - < > y = lOcm. 

CD, AC y + 5 6 

Vậy ta được BD = 2crn và BD| = lOcrn. 

2. ĐỊNH LÍ ĐÁO 

Định lí: Chứng minh rằng nếu một đường thắng (ĩi qua một đĩnh của một 
tam giác mà chia cạnh dổi diện thành hai đoạn tỉ lệ với hai cạnh kể hai 
đoạn ấy thì nó lả dường phân giác trong (hoặc.ngoài) của góc tại dính áy. 

Chứng minh 

Ta xét hai trường hợp là: 

1. Phản giác trong. 

2. Phân giác ngoài. 

Ta có: 



a. Trường hợp phân giác trong: 

Xét AABC, giả sử đường thẳng di qua A cát BC 

f . " DB_ AB 

tại D sao cho: —— = —— . 

DC AC 

Ta sê chứng minh AD là phản giác trong của góc A . 
Kẻ phân giác AD' của AABC, ta có ngay: 

D43 _ AB _ DB ƠB _ DB 

D'c " AC ~ DC 0 D'B+ D'C “ DB+ DC 

= D’B = DBoD’-D. 

BC BC 

Vậy, AD là đường phân giác cùa góc A . 



b. Trường hợp phân giác ngoài - Dờ nghị bạn dọc tự giai. 



Khái niệm " chia cạnh dối diện "đước hiểu theo nghĩa chia 
trong hoặc chia ngoài một đoạn thắng. 

Bài toán trên là bài toán đảo của tính chất đường phân giác 
của tam giác. Và kết quả này có thể được sử dụng đê giải thí 
dụ sau: 
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Thí du 3: Cho AABC. Một đường tháng song song vơi BC cát các canh AB, AC ở 
D, E. Biết BD = 9cm, CE = I2cm, DE = 14cm. Điếm M nằm trên doạn tháng DE 
sao cho DM = 6 cm. Chứng minh rằng AM là tia phân giác của góc A. 

Giai 


, . ;a , _ , MD _ MD 6 3 

Theo giả thiết ta .có: —1 = —-——- = ^ = - . (1) A 

ME DE-MD 8 4 A. 

Mặt khác, do DE // BC nên ta có: 

AD DB 9 3 /- -ì-—^ 

= — = TT = 7- (2) B N 

AE EC 12 4 

Từ (1), (2), suy ra: = <^> AM là tia phân giác của góc A. 

ME AE 

II. CÁC VÍ DỤ MINH HỌA 

Ví-du 1: Cho AABC có các đường phân giác AD, BE, CF. Chứng minh rằng: 
DB EC FA 


DC EA FB 


G.ải 


Trong AABC. ta lán lượt thấy: A 

AT ^" _ DB AB A\ 

■ AD là phân giác, suy ra: 77 = 7. I 7 V 7 

DC . . EC _ BC n ~n 

■ BE là phàn giác, suy ra: —- = —— . a 

EA AB 
PA AC 

■ CF là phân giác, suy ra: ~~ = —-. 

F * EB bc 

V1 _. ^ DB EC FA AB BC AC , 

Khi đó, ta có: ~ — = 1. 

DC EA FB AC AB BC 

Ví du 2; Cho AABC với trung tuyến AM. Đường phân 

giác cùa góc AMB cắt cạnh AB ở D, dường phân giác của 

góc AMC cắt cạnh AC ở E. Chứng minh rằng DE // BC. / 

Giai £- 

DA MA 

Với AAMB có MD là phân giác, suy ra: —- = . ( 

DB MB 


HA MA 

Với AAMC có ME là phân giác, suy ra: ^ = 777 

EC MC 

Theo giả thiết: MB = MC. 

DA EA 

Từ (1), (2), (3) suy ra: 777 = 77 0 DE//BC. 

DB EC 
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Chú v : 


'ịỷ. ] 

Ạ \ý'T 





Khai thác kết quả của DE // BC ta có thỏ nêu thêm các câu: 

a. Gọi ỉ la giao diêm của AM va DE. ơuíng minh răng DI = IE. 

b. Tính độ dài DE biết BC = 30cm, AM = lOcm. 

Giải 

a. Trong các tam giác AAMB và AAMC có DE // BC suy ra: 

DI AI _ EI _ Eỉ ™ _ ĩĩr 

Ị - -LỊ 1 - = --- = —— c> DI = IE. 

BM AM CM BM 

b. Đăt DE = X. 

Trong ADEM, ta có: 

DME = 90°, vì MD, ME là tia phân giác của 2 góc kề bù 
DI = IE => MI là trung tuyến 

=> MI = ị DE => AI = AM - MI = 10 - ị X. 

2 2 

DE Aĩ X 10-- x 

Trong AABM, ta cỏ: —f o - 3 ; = —=> X = 12cm 
h BC AM 30 10 

Vậy, ta được DE = 12cm. 


Ví ởụ ĨI Cho AABC cân tại A, có AB = a, BC = b. Đường phân giác góc B cầt 
AC tại M, đường phản giác góc c cắt AB tại N. 

a. Chứng minh rằng MN//BC. b. Tính độ dài đoạn MN theo a, b. 

Giải 

a. Ta có thể lựa chọn một trong hai cách sau: 

Trong AABC, ta lần lượt thấy: ^ 

■ BM là phân giác, suy ra: 


CM BC 

CN là phân giác, suy ra: . 

BN BC 

Theo giả thiết: AB = AC. 

Tf#/h „_ AM AN 

Từ (l) , (2), (3) suy ra: 


b. Từ kết quà câu a), ta dược: 

tMii/ rfầ . AN 
lừ( 2 ) suy ra: 


CM BN 
MN 


( 1 ) 

( 2 ) 
(3) 

o MN // BC. 



BC 

AC 


AN - - AN.BC 
o MN = 


AB 
AN 


AB 


a 


AB - AN BC 

Thay (5) \u » dươc: MN = 


o —= 7-0 AN = 

a - AN b 


a' 


(4) 


a + b 


(5) 


2 

a , 

-.0 . 
a + b _ a P 

a a + b 
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III. CẢU HỎI ỔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hôi 1: Phát biếu tính chất đường phân giác cùa tam giác. 

Câu hói 2: Chứng minh rằng " Trong tam giác cân, đường phân giác ứng với 
cạnh dúy cùng lả (lường trung tuyến ". 

Bài tập 1 Cho AABC có Â = 9Ơ'. c = 30°, phân giác BD. Tính ti sớ ~ . 

DC 

Bài tập 2. Cho AABC có BC = 5cm, AC = 4cm, AB = 6cm và AD là đường phân 
giác. 

a. Tính độ dài các đoạn BD và CD. 

b. Tính tỉ số diện tích của hai tam giác AABD và AACD. 

Bàỉ tập 3. Cho AABC với trung tuyến AM. Đường phân giác của góc AMB cát cạnh 
AB ở D, dường phán giác của góc AMC cát cạnh AC ờ E. 

a. Chúmg minh rằng DE // BC. 

b. Gọi I là giao điểm của AM và DE. Chứng minh rằng DI = IE. 

c. Tính độ dài DE biết BC = 6cm, AM = 8cm. 

Bài tặp 4. Cho AABC có AB = 4cm, AC = 6cm, BC = 8cm. Đường phân giác 
trong và ngoài của góc A cắt BC theo thứ tự ở D và E. Tính độ dài BD, BE. 

Bài tập 5. Cho AABC có AB = AC = 6cm. Tia phân giác góc B cắt dường cao AH 
'AI * ì 

ở I. Biết 777 = -.Tính chu vi AABC. 

IH 2 

Bài tập 6. Cho AABC vuông tại A, có AB = a, AC = b, trung tuyến AM, dường 
phân giác AD và dường cao AH. 

a. Tính dộ dài các đoạn thảng BC, BD, CD, AM, DM, AH, HD, AD. 

b. puờng thẳng qua D song song với AB cát CD tại E, tính dô dài DE. 

c. Tính diện tích các tam giác AABD, AACD, AADE, ACDE. 

d. Hòi diện tích AADM chiếm bao nhiêu phần trăm diện tích AABC. 

Bài tập 7. Cho AABC cân tại A, có AB = a, BC = b, dường phân giác BD. Đường 
vuông góc với BD tại B cát dường thảng AC kéo dài tại E. Tính dộ dài các doạn 
thảng AD, CD, CE. 

Bài tập 8. Cho AABC, có AB = a, AC = b, trung tuyến AM, đường phân giác AD 
và diện tích AABC bằng s. Hỏi diện tích AADM chiếm bao nhiêu phần trăm 
diện tích AARC. 



Bài tập 9. Cho AABC, có AB = c. A( = b. BC' - a, đường phân giác AD và diện 
tích AABC bang s. Đường thảng qua l) song song với AB cát CD tai E. 
a. Tính độ dài các doan thang Bĩ). CD, DE. 


b. Tính diện tích các tam giác AABD, AADH. ACDE. 

V. HƯỚNG DẪN - ĐẮP SÒ 


V. é , . AD I 
Bài tập 1. : = - . 

DC 2 

Bài tập 2. 

a. BD = 3cm. CD = 2cm. 

b. 


Bài tập 3. Tham khảo ví du 2 và chú ý ngay sau dó 
Hài tập 4. Tham khảo thí dụ 2. 

Bài tập 5. I rong AABH, ta có: = —7 

AB AI 

Khi đó, chu vi cùa AABC dược cho bời: 

cv = AB 4- AC 4 BC = 2AB 4 2HB = 20cm. 


A 



Bài tập 6. Học sinh tự lủm. 

Bài tập 7. Hướng dẫn: BE chính là phân giác ngoài của góc B. 
Bài tập 8. Đê nghị hạc sinh tự vò hình với I) > a. 

Gọi S| là diện tích của AADM . ta có: 


S 1 _ L )M _ CD - CM Q) 1 
s " BC ” BC ” B( ~ 2 
Vì AD là đường phản giác của góc Â nên: 

CD _ b CD _ _b CD b 
BD ~ a BD 4 CD ” a 4 b < BC a 4 b 


Thay (2) vào (1), ta dược: 

S| _ b 1 b-a _ (b-a)S 

s a 4 b 2 2(a 4 b) k 1 2(a 4 b) 
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■ hai tam giác 

bồng dạng 

I. KIẾN THỨC co BÁN 


1. TAM GIÁC ĐỔNG DẠNG 

~ĐỊnh nghĩa: Nói T4,B,C, gọi là dóng dạng với ảABC nếu: 

(Xĩ = Â, BĨ = B, Ci =c 


AịBi _ BịCị _ CịAị 


Khi đó: 

■ Kí hiệu AA|B|C| — AABC. 
T . À|B| _ B[C| _ C,A 
T s AB BC CA 
Khi viết AAjB|C| 



IIIÌỆTI dạng: AB,A,C, - ABAC. 

Thí du li Cho AABC có AB = 3cm. BC = 4ctn. CA = 5cm. Biết AA,B,C, đóng 
dạng với AABC. 

a. Tính các cạnh AịBị, AịC|, biêt BjC| = 8cm. 

b. Tính các cạnh A,B„ B,c„ A,c,. biết AA,B,C, - AABC theo ti số bằng 3. 

Giải f 

A,B, B,c, _C,A, _ AịB, _8 = C jl A i ^ |A,B,-6cm 

a. Ta có ngay: ^ - =£■ - £ A ° 3 4 5 Ịa,C, =10cm 

Vậy, với B,c, = 8cm ta được AịB, = 6cm, AịCị = lOcm. 

A|B| B|C| C| A| _ Ị. 

b. Ta có ngay: =-rbr - rA - K 


A,B, 

B,c, 

C,A, 

= k 


AB 

BC 

CA 






AịBị 

= 9cm 

B,c, _ 

C|A, 

= 3 => • 

B,c, 

= 12cm 

4 

5 


A|C| 

= 15cm 


Vậy, ta được AịB, = 9cm, B,c, = 12cm, A,c, - 15cm. 
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2. TINH CHAT 

Từ định nghĩa vè hai tam giác dỏng dang, ta cỏ được các tính chất sau: 

1. Mồi tam giác dồng dạng vớt chinh nó. 

2. Nếu - MtìC với li so k thì . 14 tíc với ù số ị . 

k 


3 . Nếu AA/B/Cị — AA : fí : C\ với ti so k/ và — AABC với tỉ số k 2 thì 

AA/BịC/ “7 AABC vớt tỉ sô' kị.ky 

Thí du 2: Cho hai tam giác AA,B,C| và AABC đổng dạng với nhau theo ti sô k. 
Chứng minh ràng ti số chu VI cùa hai tam giác cũng bằng k. 

Giải 


Từ giả thiết, ta cỏ: 

k _ AịBI _ BịcI c|Aị _ AIBI f Bịcị + cịAI _ ^^aaịBịCi 

AB BC CA ~ AB + BC + CA ~ CV AABC 

3. ĐỊNH LÍ 

Định lí: Nếu một dường thẳng cắt hai cạnh của tam giác và song song với cạnh 
còn lại thì nỏ tạo thành một tam Giaỷiác mới đỏng dạng với tam giác dã cho. 


Như vậy, theo hình vẽ ta cỏ: AAMN AABC, 

. . am an MN 

11 số dông dạng: k = — = —- = —r • 

6 6 AB AC BC 


A 




Định lí trên vẫn đúng trong trường 
hợp đựởng thăng d cắt phần kéo dài 
hai cạnh của tam giác và song song 
với cạnh còn lại, tức lả theo hình bên 
ta cũng có: 

AAMN - AABC, 

TỈ số đồng dạng : 

, _ AM AN 

k = —— = —-. 

AB AC 


A 




Thí dụ 3: Qua điểm o ỏ bèn trong AABC kẻ các dường thảng song song với các 
cạnh của tam giác. Các dường thảng này chia tam giác thường 6 phần, trong dó có 
3 tam giác lần lượt có diện tích là 4cm\ 9 cm 2 , 16 cnr. Tính diện tích của AABC. 
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Giả sử qua () kê các dường thẳng: RS // BC MN // AB. PQ // AC. 

Dề dàng thấy rằng các tam giác AABC, AOMS, AOPR, AOMỌ đổng dạng với 
nhau, do dó nếu gọi s, S|, s : , Si theo thứ tự là diện tích cùa các tam giác. Ta có: 


prỴ 

2 

PR 


(1) 

AB, 

^ Js = 

AB 


OM' 

Ỵ 3 

_ OM 

AP 

(2) 

AB , 


~ AB 

" AB 

ON ^ 

■> 

4 

ON 

RB 

(3) 

—- 

=> —Ị= - 



AB ) 

Vs 

= AB = 

= AB 



B N 0 c 


('õng theo vế (1), (2). (3), ta được: 

2 + 3 + 4 AP+PR + RB AB 


+ +->++_ + ri\ + Kl>_ r\D Ị 

——— — = --- -- —- = ——=!<=> \/S = 9 o s = 81 em . 

vs AB AB 

Vây. diện tích của AABC là s = 81 em 2 . 

II. CÁC VÍ DỤ MINH HOA 

Ví du I: Người ta lập hai bản dổ của một thửa ruộng hình tam giác, bàn thứ 
nhất theo ti xích 1: 1000, ban thứ hai theo ti xích 1: 10000. Tính ti sò đồng dạng 
cùa bản dồ thứ nhất với bản dồ thứ hai. 

Giải 

Gọi AABC là hình biểu diễn manh dát. AAịBịCị và A;B ? C : là hình của các bản 
đổ véũti xích 1: 1000 và 1: 10000. 

Ta có: 

A A.B.C, - AABC, . 

AB 1000 

, . ^ A,B, 1 


A AAQ - AABC, = 


AB 10000 


c . A,B, A 2 B 2 1 1 _ AIBI m 

AB AB 1000 10000 A 2 B 2 

Vậy A AịBịC, - AA 2 B 2 C 2 , ti số -'Ạ = 10 . 

a 2 b 2 

1 du 2: Cho AABC có AB = 6cm, AC = 9crri. Các diêm D, E theo thứ tự thuộc 
các cạnh AB, AC sao cho BD = 4cm, CE = 6cm. 

a. Chứng minh ràng AADE - AABC và xác định ti sỏ dóng dạng. 
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b. Kẻ EK // AB(K € BO. ( hứng minh rang \AỈ)1: - AEKC. 

c. Tính ti số chu vi AADK \ à MKC. 

(iiiii 


a. Trong AABC ta có: 


AI) _ 2 
A B 6 


I AE _ 3 _ 1 
3 ' A(’ ~ <) " 3 


> AI) - DI3//BC > \AI)E - \ABC 

AB AC 



Ti số đổng dạng cua AADE và \ABC là: k - 


Aĩ) 1 
AB ~ 3 ■ 


b. Theo kết quá câu a) ta có Y\1)Í3 " AABC. 

Mặt khác vì EK//AB nên: \ỉ KC ' AABC. 
suy ra AADE AEKC 

c. Theo kết qua câu b) ta có \AỈ)Í3 - \EKC suy ra: 
AD DE AE 1 AD + DE + AE CV ủADE 
EK ~ KC ~ EC ~ 2 EK + KC + EC ~ CV AEKC ' 


VậyCV, A1)( ,= 2 cv Ai;KC . 

III. CÂU HOI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hói 1: Hai tam giác đều có dỏng dạng với nhau khống? Tại sao? 

Câu hôi 2 : Hai tam giác báng nhau cỏ dồng dạng với nhau không? Tại sao? 

~ AC 

Câu hỏi 3: AABC - ADId . Hãy điền vào chỗ trổng: c = . 

EF 

IV. BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 

Bài tập 1. Cho AABC có AB = 2cm, BC = 4cm, CA = 3cm. Biết AAịBịCị dồng 
dạng với AABC. 

a. Tính các cạnh A|B,, AịCị, biết BịC, = lOcm. 

b. Tính các cạnh A|B|. B|C|, AịCị, biết AA|B|C, - AABC theo ti sò bàng ~ . 

Bài tập 2. Người ta lập hai bàn đổ cùa một thừa ruộng hình tam giác, bản thứ nhất 
theo ti xích 1: 100, bản thứ hai theo ti xích 1: 50000. Tính tì sò đồng dạng của 
bản đổ thứ nhất với bản dồ thứ hai. 


Bài tập 3. Cho AABC dỏng dạng vơi ADEF, tí số dồng dạng bằng 


a. Tính ti số chu vi cùa hai tam giác dã cho. 
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b. Tính chu vi ADEE biết chu vi AABC băng 30cm. 

c. Tính chu vi cùa mỗi tam giác đã, cho, biết hiệu chu vi cùa hai tam giác trên 
bàng 2dm. 

Bài tập 4. Cho hình thang ABCD (AB // CD) có CD = 2AB. Gọi E là trung điếm 
của CD. Chứng minh ràng ba tam giác AADE. AABE, ABEC đổng dạng với 
nhau từng đôi một (Lưu ý viết các diinh của hai tarn giác dồng dạng theo thứ tự 
tương ứng với nhau). 


Bài tập 5. Cho AABC. Điểm D thuộc cạnh BC sao cho ~~ = “ . Kẻ DE song 

DC 2 

song với AC (E e AB). Gọi M là trung điểm của AD. Gọi F là giao diêm của 
EM và AC. 


a. ABED đổng dạng với tam giác nào trong hình ? Tìm ti số dổng dạng. 

b. AADE dổng dạng với tam giác nào trong hình ? Tim ti số dồng dạng. 


Bài tập 6. (Tính chát dường trung hình của tam giác): Cho AABC. Một dường 
thảng song song với BC, cắt các cạnh AB và AC theo thứ tự ở D và E. Biết rằng 

DE = ^BC. Chứng minh rẳng D là trung điểm cùa AB., 


Bài tập 7. (Định lị Mênêỉưi): Cho AABC. Một dường thẳng d không di qua các 
đỉnh của tam giác, cắt các dường thảng BC, AC, AB theo thứ tự ở A|, Bị, C|. 

AB, CA, BC| 

Chứng minh rang: —--7.—-7.—-7- = 1 . 

B|C AịB CịA 


Bài tập 8. (Định lí Xêva): Cho AABC. Các điểm A\ B\ c theo thứ tự thuộc các cạnh 
BC, AC, AB sao cho AA\ BB\ CC’ đồng quy. 


Chứng minh rằng: 


AB' CA' BC' 
B’C A'B CA 


V. HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ 
Bài tập 1. 

a. AịBị = 5cm, AịC, = 7,5cm. 

2 4 

b. AịB, = -cm, BịCị = -cm, A|C, = lcm. 


Bài tập 2. Học sinh tự lủm. 

Bài tập 3. Gọi CV,CV 2 theo thứ tự là chu vi của AABC và ADEF 

cv, 2 

a. — 7 " = — • 

cv 2 3 
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b. Ta có ngay: cv : = ^ c V, = 45cm. 

c. Từ kết quà cáu a). ta có: 

CV, 2 cv, 2 cv, 
cv, 3 cv, - cv, 3 - 2 20 


coCV, = 40cm. 


Khi đó, ta có cv, = 60cm. 

Bài tập 4. Với giả thiết E là trung diêm CD ta lần lượt có: 

// 

■ Vì: AB = DE co ABED là hình bình hành 

=0 AD = BE 

Khi đó, ta nhân dược AADE — AEBA. 

// 

■ Vì: AB = EC co ABCE là hình bình hành ro AE = BC 
Khi đó, ta nhận dược AEBA — ABEC. 

Ngoài ra từ (1) và (2), ta nhặn them dược AADE — ABEC. 
Bàỉ ỉập 5. Học sinh tự lùm. 

Bài tập 6. Học sinh tự vc hình. 



c 


( 2 ) 


Ta có ngay: AADE - AABC ro — = 

6 * AB BC 

Bài tập 7. Kẻ BB' // A|B|, với B € AC. 

AB, CA, BC, 

Khi đó: 


co D là trung diêm cùa AB. 


A 


BịC * A,B CịA 

AB| B,B' CA, BCj 
B|B' B,c AịB C|A 

AC, A,B CA, BC, , , 

= " —- = l.đpcm. 

C,B A|C A|B C,A 
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Trưòng họp đồng dạng | SA ( AA || T | |j> 

• • 


I. KIẾN THỨC CO BẢN 
1. ĐỊNH Lí 

Định lí\ Nếu ba cạnh của tam giác này tỉ lệ với ba cạnh của tam giác kia thì hai 
tam giác dó dỏng dạng. 

Như vậy, nếu hai tam giác AABC và AA|B|C, thoa màn: ^ 

Mi _ B£ị = C,A, A /x 

AB BC CA Ả / X 


o AAiBiC, - AABC 


c, B 


và khi dó ta cỏ ngay: Â| = Â, Bị = B, Cị - c . 1 

Thỉ du 1 Ị Cho AABC vuông tại A cổ AB = 3cm. BC = 5cm và AA|B|C, vuông tại 
B, có A|B| = 6cnt, B,C| = 8cm. Hỏi ràng hai tam giác vuông AABC và AA|B|C, 
có dồng dạng với nhau khống ? Vì sao á l 

«* 2 . . A K 

Trong AABC vuông tại A, ta có: /Nv / 

AC 2 = BC : - AB' = 25 - 9 = 16 / \ / \ 



c> AC = 4cm. 

Trong AA,BịC| vuông tại Bị, ta có: 


c A, 


AịCf = A|B| +C\B\ = 36 + 64 = 100 o A,c, = lOcm. 


Nhận xét rằng: 


3 1 BC 


5 1 CA 


=> — 


B,A, 


A,c, C,B, 


2 ’ AịC, 10 2 * C,B, 8 2’ 

= 7 o AABC ^ ABịAịCị với ti số k = 7 
:,B, 2 2 


Nhăn xét : 1. Vì AABC vuông tại Á và AAịBịC] vuông tại B| nên nếu hai 
tam giác này đổng dạng thì không thê có tương ứng 
A -> Aị, B B Ir c —> Cj bởi ta có Ả = Bị = 90° do đó 
tương ứng sè phải xuất phát từ A -> Bị. 

2. Trong lời giải trên, trước tiên chúng ta đi xác định độ dài 
các cạnh còn lại của hai tam giác dựa trên định lí Pitđgo, 
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sau tin kìm; viộcđánh giác được ù sô giừa các cạnh tương 
ứng bằng, ^ , ta khang định LỈưỢt AABC - ABị AjC'j với ti 

sỏ k = . 

ọ 

II. CÁC VÍ I)Ụ MINH HOA 


V| du ỵ Cho AABC. diêm () ớ bẽn trong tam giác. Gọi M, N, p theo thứ tự là 
trung điếm cùa OA. OB. oc. 

a. Chứng minh răng AABC dỏng dang với AMNP. 


b. Tính chu vi cùa AMNP biết chi vi cua AABC băng 88cm. 
Giải 


a. 


Trong AOAB, ta có: 


í OM = AM 
[ÔN = BN 


MN = ~ AB o ^ 
2 AB 


A 



_ ,_. . .. NP __ 1 PM _ 1 

Chứng minh ĩ Ương tự, ta co: —— = -, —- = - . 

BC 2 CA 2 

MN NP PM 1 ___ .... 1 

Vậy ta được: -~7 = “ = = 7 <=> AMNP - AABC theo ti sô k = 7 . 

AB BC CA 2 2 

b. Ta có ngay: ' <^CV AMNP = ^ CV AARC = 44cm. 

CVaaBC 1 2 

Ví du 2: Cho AABC, biêt AB = 6cin, BC = lOcm, CA = 8cm. Trên ABlấy điểm 
M sao cho AM = 4cm, trên AC lây điểm N sao cho AN = 3cm. Chứng minh 
rằng AABC dồng dạng với AANM. 

Già ị 

Trong AABC, ta có nhặn xét: AB 2 + AC 2 = 36 + 64 = 100 = BC 2 
<^> AABC vuông tại A. 

Trong AAMN vuông tại A, ta có: 

MN 2 = AM 2 + AN 2 = 16 + 9 = 25 o MN = 5cm. 



... , ' /\N 3 1 NM 5 1 MA 4 1 

Nhận xét răng: ——- = - = 7, = 7-7 = 7, 1 = 7 = 7, 

AB 6 2 BC 10 2 CA 8 2 

AN NM MA 1 .1 

=> ^ = ~ = 777 = 7 o AANM - AABC với ti sôk = 7 . 

AB BC CA 2 2 
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Chú y : Xuất phát tự tam giác vuông Co độ dài các cạnh băng 3cm , 

4cm, 5cm và dựa trên sự dồng dạng theo tỉ sô ba cạnh chúng 
ta sê tạo ra được vỏ sô tam giác vuông có các cạnh nguyên là: 
6cm, 8cm, lOcm 
9cm, 12cm, 15cm 


III. CÂU HỞI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Cảu hỏi 1: Phát biểu định lí vể sự đổng dạng của hai tam giác trong trường hợp 
c.c.c. Cho ví dụ. 

Cáu hỏi 2: Hỏi hai tam giác vuông có đổng dạng với nhau không nếu: 

a. Các cập cạnh góc vuông ti lệ ? 

b. Một cặp cạnh góc vuông và cặp cạnh huyền ti lệ ? 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Hai tam giấc sau có đóng dạng không nếu dộ dài các cạnh của chúng 
bằng: 

a. 8cm, L2cm, 18cm và 27cm, 18cm, 12cm. 

b. 3cm, 4cm, 6cm và 9cm, 15cm, 18cm. 

Bài tập 2. Cho AABC vuông tại A có AB = 3cm, AC = 4cm và AA,B|C, vuông 
tại A, có AịBị = 9cm, B|C, = 15cm. Hỏi rằng hai tam giác vuông AABC và 
AAịBịC, có dồng dạng với nhau khỏng ? Vì sao ? 

Bài tập 3. Tứ giác ABCD có AB = 4cm, BC = 20cm, CD = 25cm, DA = 8cm, 
đường chéo BD = lOcm. 

a. Các AABD và ABDC có đồng dạng không ? 

b. Chứng minh rằng AB song song với CD. 

Bài tập 4. Cho AABC có trọng tâm G. Gọi M, N, p theo thứ tự là trung diêm của 
GA,GB,GC. 


a. 


Chứng minh rằng AMNP đồng dạng với AABC với ti số đồng dạng k = 


Ị_ 

2 ' 


b. Tính chu vi cùa AABC biết chu vi của AMNP bằng 18cm. 

Bài tập 5. Cho AABC có trực tâm H. Gọi M, N, p theo thứ tự là trung điểm của 
HA, HB, HC. 

a. Chứng minh ràng AABC đổng dạng với AMNP với ti số đổng dạng k = 2. 

b. Tính chu vi của AMNP biết chu vi của AABC bàng 78cm. 
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V. HƯỚNG DẦN - ĐÁP SỐ 
Bài lập 1. 

. 2 

a. Hai tam giác đồng dạng với ti số k = Ỷ • 

b. Hai tam giác không đổng dạng. 

Bài tập 2. Hai tam giác vuông này có đồng dạng. 

Thật vậy: 

- Trong AABC. ta có: BC 2 = AB 2 + AC 2 = 3 2 + 4 2 = 25 => BC = 5cm. 
■ Trong AAIB|C,, ta có: 

A,cf = B,cf -A,Br = 15’ - 9 : = 144 => A,c, = 12cm. 

Khi đó, nhân thấy rằmg: 

AB BC CA 


B,A, 


A,c, 


Bài tập 3. 

a. Nhận xét ràng: 
AB _ BD _ AD 
~ BC 


C,B, 


3 


o AABC - AB|A|C, với ti số k = 


A 


D 


BD DC 
o AABD — ABDC với tí sô k 



b. Dựa trên kết quả của câu a), ta có ngay: 

ABD = BDC <=> AB // CD vì có hai góc so le trong bằng nhau. 

Bài tập 4. 

. I 

2 


a. Trong ACiAB, ta có: j 

Chứng minh tương tự, ta có: 
Vậy ta được: 


GM = AM 1 MN 

=> MN = - AB o 


MN 


AB 


CiN = BN 

NP _ 1 PM 
BC ” 2 ’ CA 
NP _ PM _ 1 
BC ’ CA ~ 2 


AB 


A 


o AMNP - AABC theo ti sô k = ị . 

2 


b. Ta có ngay: 


cv 


AMNP 


cv 


AABC 



Bài tập 5. Lùm tương tự như trong hủi lụp 4. 
Đáp số: CVằm NF = 39cm. 


159 



Trưòng họp đồng dạng HAI CẠN1I 

2 VÀ GÓC XUA GIỮA 

I. PHƯƠN(Ì PHÁP 


1. ĐỊNH LÍ 

Định lí: Nếu luỉi cạnh của Ị cun giác này tỉ lệ với hai cạnh của tam giác kia vả 
hai góc tạo bài các cặp cạnh âó bằng nhau, thì hai tam giác da dồng dạng. 

Như vậy, nếu hai tam giác AABC và AA,B|C, thoá mãn: 

AịBị _ C .A, 

• AB ~ CA <z> AA|B|C| 

Â = Â 

và khi đó ta có ngay: 

Bị = B, C| = c 

• BịCị _ AịBị _ C|A, • 

BC " AB “ CA 

Thí du 1: Cho AABC có AB = 12cm, AC = 15cm, BC = 18cm. Trên cạnh AB lấy 
điểm M sao cho AM = lOcm. Trên cạnh AC lấy điểm N sao cho AN = 8cm. 

a. Tam giác AAMN đổng dạng với tam giác nà 

b. Tính độ dài doạn MN. 

Giải 

a. Với hai tam giác AAMN và AABC, ta có: 

AM _ 10 _ 2 
AC ~ 15 ~ 3 

AN 8 2 _ 2 

’ TT 7 = 7 “ = -7 <=> AAMN - AACB với tỉ số đổng dạng k = - . 

AB 12 3 3 

Ảchung 


7 

A 



- AABC A 



A, 



u . MN AM 

b. Theo câu a). ta có ngay: 1 = ~~ 

«W" * — >* » ». CB AC 

Vậy, ta được MN = 12cm. 


o MN = 


AM.CB 

AC 


= 12cm. 


II. CÁC VÍ DỤ MINH HOẠ 


Vấ du 1; Cho AABC có AB = 4cm, AC = 5cm, BC = 6cm. Trên tia đối của tia 
AB lấy điểm D sao cho AD = 5cm. 

a. Tam giác ABC dồng dạng với tam giác nào ? 

b. Tính dộ dài CD. 
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c. Chứng minh ràng BAC = 2 ACB 
Già ì 

a. Với hai tam giác A ABC và \CBD. ta có nhặn xét: 

[ B chung 

6 2 o AABC - ACBD. 


AB _ 4 _ 2 BC 
Cfí - 6~ 3 BD ~ 4 + 5 ~ 3 



AC.CB 


h. Từ két quả câu a). ta có: - = oCD= ———- = 7,5cm. 

CD CB AB 

Váy, ta được CD = 7.5cm. 

c. Từ két quả câu a), ta cỏ ngay: BAC = BCi). 

_ J - . BA 4 BC 6 4 

Nhận xét ràng: = —— = - 

5 ÍX' 7.5 5 


> 3 ^ < > CA là (tường phàn giác cùa góc BCD 

DA DC 

o BCD =. 2 ẤCB o BẦC = 2 ẤCB . 

Ví dụ 2: Dựng AABC biết A = 6Ơ', ^ i và tnmg tuyến AM = 3cm. 
Giải 


Phán tích: Giả sử dã dưng dược AABC tlioá mãn diều kiện dầu bài. 

Với diểm Mị bất kỳ trên AM. dựng dường tháng song song với BC cát AB, AC 


theo thứ tự tại B|C|. ta cỏ: * 

.. , 4 AB, 

AM, là trung tuyến cua AABịC 

Cách dựng: Ta lần lượt thực hiện: 

■ Dựng góc xAy = 60". 


AB 

AC 


A 



■ Trên Ax lấy điểm Bị bâì kỹ, trên Ay lấy điểm Cị sao cho ACị = 2AB|. 

■ Gọi Mị là trung điểm B|C h trên tia AM, lấy điểm M sao cho AM = 3cm. 

■ Qua M dựng dường thảng song song với BịCị, cắt AB| và AC| thứ tự tại B và 
C. 


Khi dỏ. AABC là tam giác phải dựng. 
Chửng minh: Vì BC // B|C, nên: 

=> BM = MC. 

Biện luận: Bài toán có một nghiệm hình. 


AB' 


BM 

AM 

MC 

l 

= - ị 


= AM, 

= M,c, 

AC' 

1 


= C,M, 





III. CÂU HÓI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hỏỉ 1: Phát biểu định lí về sự đổng dạng của hai tam giác trong trường hợp 
c.g.c. Cho ví dụ. 

Câu hỏi 2: Hỏi hai tam giác vuổng có đồng dạng với nhau không nếu có các cặp 
cạnh góc vuông ti lệ ? 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Cho AABC có AB = 8cm, AC = lOcm, BC = 12cm. Trên cạnh AB lấy 
điểm M sao cho AM = 5cm. Trên cạnh AC lấy điểm N sao cho AN = 4cm. 

a. Tam giác AAMN đổng dạng với tam giác nào ? 

b. Tính độ dài đoạn MN. 

Bài tập 2. Cho AABC có AB = lOcm, AC = 20cm. Trên cạnh AB lấy điểm D sao 
cho AD = 2,5cm. Trên cạnh AC lấy điểm E sao cho AE = 5cm. 

a. Tam giác ABC đồng dạng với tam giác nào ? 

b. Chứng minh rằng ABE = ACB . 

c. Tính độ dài DE, biết BE = 8cm. 

Bài tập 3. Cho góc xOy (xOy * 180°). Trên Ox lấy hai điểm A, B sao cho 

OA = 3cm, OB = 6cm. Trên Oy lấy hai điểm c, D sao cho oc = 4cm, OD = 
8cm. 

a. Chứng minh ràng hai tam giác AOAD và AOCB đổng dạng. 

b. Gọi I là giao điểm của AD và BC. Chứng minh ràng hai tam giác AIAB và 
AICD có các góc bằng nhau từng đôi một. 

Bàỉ tập 4. Cho hai tam giác AAịBịCị và AABC đồng dạng với nhau theo tí số k. 
Chứng minh rằng: 

a. Tỉ số cùa hai đường trung tuyến tương ứng của hai tam giác đó cùng bàng k. 

b. Tỉ số của hai đường cao tương ứng của hai tam giác đó cũng bằng k. 

c. Tỉ số cùa hai đường phân giác tương ứng của hai tam giác dó cũng bằng k. 
Bài tập 5. Dựng AABC biết: 

~ AB 1 

a. A = 90°, = - và trung tuyến AM = 4cm. 

AC 2 

— AB 2 

b. A = 60°, —— = “ và đường cao AH = 3cm. 

AC 3 

c. A = 30°, = — và phân giác AD = 5cm. 

V. HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ 
Bài tập 1. 

a. Với hai tam giác AAMN và AABC, ta có: 
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AM 1 , AN 1 

AC 2 AB 2 <r> AAMN ~ AACB với tì sô đổng dạng k = 
A chung 


, __ MN AM WXT AM.CB 

b. Theo câu a), ta có ngay: —= —— <z> MN = —— = 6cm. 

CB AC AC 

Vậy, ta dược MN = 6cm. 

Bài tập 2. A 


'AD = j_ AE _jí n / \ E 

a. Ta lần lượt có nhận xét: • AB ~ 4 AC ~ 4 / 

Â chung 

* B c 

ce> AADE — AABC với tỉ số dồng dạng k = 4 . 

4 

AB 1 _ AE 1 

• AC 2 AB 2 Cí> AABE — AACB với ti số đồng dạng k = 4 . 
A chung 

b. Theo kết quả: AABE - AACB => ABE = ACB . 

c. Theo các kết quả câu a), ta lán lượt có: 

BE I 

AABE - AACB => =- = 4 <=> BC = 16cm. 

CB 2 


AADE - AABC 


DE _ 1 - 
—— = -7 o DE = 4cm. 

BC 4 


Vậy ta được DE = 4cm. 

Bài tập 3. 

a. Với hai tam giác AOAD và AOCB, ta có: 
OA 3 OB 3 
. oc ~ 4 vp OD ~ 4 
o chung 



o AOAD - AOCB với ti số đổng dạng k = 4. 

b. Với hai tam giác AIAB và AICD, ta có: 

B = D, dựa theo kết quả câu a), 

Ij = I 3 , VI đối dinh. 

A = c , dựa trên tính chất tổng ba góc trong tam giác bàng 180°. 
Vậy, hai tam giác AIAB và AICD có các góc bằng nhau tìmg đôi một. 
Bài tập 4. Học sinh tự làm. 

Bài.tặp 5. Tham khảo ví dụ 2. 
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Truông họp đông dạng 11 \| K \l l \l 


I. PHƯƠNG PHẨP 

1. ĐINH LÍ 


Định lí: Nếu hai góc của tam giác này bằng hai góc của tam giác kia thì hai 
tam giác đó đồng dạng. 


Như vậy, nếu hai tam giác AABC và AA|B|C| thoả mãn: 



Thí du 1 Ị Cho AABC, o là diêm ở bên trong tam giác. Kẻ qua o đường thảng 
song song với AB cắt AC, BC theo thứ tự tại M, N. Kẻ qua o đường thẳng song 
song với AC cắt AB, BC theo thứ tự tại p, Q. Hãy vè hình và chi ra trên hình dó 
những tarn giác đồng dạng và giải thích vì sao chúng đổng dạng ? 

Giải 


Vì MN // AB nên: 


Mị = Â 

ị „ lo AMCN - AACB. 

[n,=B 


Vì PQ // AC nên: 


P, = Â _ _, 

1 lo APBQ - AABC. 

[q.=c 


A 



Ta có dược: 


ÍN, =B 

\ 1 lo AONQ - AABC => AONQ - APBQ. 


[Q,=c 

Vậy, ta có đirợc bốn cặp tam giác đổng dạng. 

II. CÁC VÍ DỤ MINH HỌA 


Ví du h Cho AABC vuông tại A, dường cao AD, đường 
phân giác BE. Giả sử AD cát BE tại F. Chứng minh rằng 
EA FD 
EC " FA 


A 
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* 


Trong AABD có BF là phân giác suy ra: . (1) 

* FA BA 

Với hai tam giác AABD vàACBA. ta có nhặn xét: 

ẤDB = CÃB 44I _ A _ A BD AB 

* ^ c^> AABD ACBA . 

B chung BA CB 


Trong AABC có BE là phân giác suy ra: 7777 = . 

* & ' CB EC 

Từ (1), (2). (3) suy ra điều phải chứng minh. 

du 2: Cho hình thang ABCD (AB // CD), biết AB 

AD = 7crn và DÂB = DBC . 


= 5cm, BD = lOcm, 


a. Chứng minh ràng AABD ~ ABDC. 

b. Tính độ dài các đoạn thẳng BC, CD. 

c. Hãy dựng hình thang ABCD thoả mãn diéu kiện đầu bài. 

Giải 

a. Với hai tam giác AABD vàABDC, ta có nhận xét: 

DÂB = CBD 

: r < > AABD - ABDC. 

B,=D, 

b. Từ kết quả câu a), ta có: D 

BC _ CD _ DB _ 10 __ ÍBC = 14cm 

AD ~ DB ~ BA = 5 ~ [CD = 20cm' 

Vậy ta được BC = Ỉ4cm và CD = 20cm. 

c. Ta cần thực hiện theo bốn bước sau: 

-• Phàn tích : Giả sử đã dựng được hình thang ABCD thoả mãn diều kiện đầu bài. 

Nhận xét ràng: 

■ AABD dựng dược ngay. 

■ Điểm c thuộc tia Dx song song với AB sao cho CD = 20cm. 

Cách dựng : Ta lần lượt thực hiện: 

■ Dựng AABD biết độ dài ba cạnh. 

■ Dựng Dx // AB, trên Dx lấy điểm c sao cho CD = 20cm. 

Khi đó, ẠBCD là hình thang phải dựng. 

Chứng minh : Bạn dọc tự chứng minh. 

Biện luận: Bài toán có một nghiệm hình. 
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Ví du 3: Cho AABC có ba góc nhọn, các điểm M và N thứ tự là trung điếm cùa 
BC và AC. Gọi H. o, G theo thứ tự là trực tảm. tâm đường tròn ngoại tiếp, trọng 
tâm của AABC. 

a. Tìm các tam giác đổng dạng với AAHB. 

b. Chứng minh ràng AHAG — AOMG. 

c. Chứng minh rằng ba diểm H, G, o thảng hàng. 

Giải 

a. Ta có: 

MN // AB vì MN là đường trung bình cùa AABC, 

AH // MO vì cùng vuông góc với BC, 

BH // NO vì cùng vuông góc với AC, 

từ đó suy ra các góc có cạnh tương ứng song song băng nhau là: 

HAB = ÕMN 

“_ o AAHB - AMON. 

BHA = NOM 

Vậy, ta được AAHB ~ AMON. 

AH AR 

b. Theo câu a) ta có: AAHB - AMON => ~ ~ = 

MO MN 

AG 

Mặt khác, vì G là trọng tâm của AABC nên: —— = 2 

MG 

Xét hai tam giác AHAG và AOMG, ta có: 
í AH _ AG 

I MO ~ MG^ <=> AHAG ~ AOMCi. 

[HAG = OMG so le trong 

c. Theo câu b) ta có: AGH = MGO. 

• Mặt khác, ta có: 180° = MGỒ + ẤGÕ = ẤGH + ẤGỒ 

=> H, G, o thảng hàng. 

Kết quả câu c) khắng định " Trực tâm, trọng tâm và tâm dường 
tròn ngoại tiếp của một tam giác nằm trên một đường thẳng 
(dường thăng ơle) ", trong đó khoảng cách từ trọng tâm đẽn 
trực tâm gấp đôi khoảng cách từ trọng tâm đéh giao điểm ba 
đường trung trực. 



2 . 

AH 
~ MO 
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III. CẢU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Cảu hói 1: Phát biếu định lí về sự đổng dạng cua hai tam giác trong trường hợp 
c.g.c. Cho ví du. 

Cảu hỏi 2: Hỏi hai tam giác vuông có đổng dạng với nhau khồng nếu có một cập góc 
nhọn bàng nhau ? 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 


Bài tập 1. Cho AABC. các dường cao BD, CE. Chứng minh rằng: 


a. AABD ~~ AACE. b. AADE AABC. 

Bài tập 2. Cho AABC vuông tại A, dường cao AH. Từ H hạ HK vuông góc với 
AC. Hãy vẽ hình và chí ra trên hình đó những tam giác dồng dạng và giải thích 
vì sao chúng đồng dạng ? 

Bài tập 3. Cho hai tam giác AAịBịC, và AABC đổng dạng với nhau theo tỉ số k. 
Chứng minh rằng: 

a. Ti sô của hai đường trung tuyến tương ứng của hai tam giác dó cũng bằng k. 

b. Tỉ số của hai đường phân giác tương ứng cùa hai tam giác đó cũng bằng k. 

Bài tập 4. Cho hình bình hành ABCD. Gọi E. F theo thứ tự là trung điểm của AB. 


CD. Chứng minh rằng AADE — ACBF. 

Bài tập 5. Cho hình thang ABCD (AB // CD). Gọi o là giao điểm của hai đường 
chéo AC và BD. 

a. Chứng minh rằng OA.OD = OB.OC. 

b. Đường thảng qua o vuông góc với AB và càt AB, CD theo thứ tự tại H, K. 
Chứng minh rằng OH.CD = OK.AB. 

Bàỉ tập 6. Cho AABC có Â = 2B. Tính độ dài AB biết AC = 9cm. BC = 12cm. 
Bài tập 7. Hình thang vuông ABCD có Â = D = 90° , điểm E thuộc cạnh AD. Biết 

AB = lOcm, AE = 15cm, DE = 12cm và AEB = BCD . 

a. Trong hình vẽ dó hãy chỉ ra các cặp tam giác đổng dạng. 

b. Chứng minh rằng BEC = 90". 

V. HƯỚNG DẨN - ĐÁP SỐ 
Bài tập 1. 

a. Với hai tam giác AABD vàAACE, ta có nhận xét: 

ẤDB = ẤẼC = 90° Dn . „ ._ 

o AABD - AACE, đpcm. 

Â chung 


A 



. . .. , . AD AB _ AD AE 

b. Từ kết qua câu a), ta dược: —— = —— o —— = —— . 

H AE AC AB AC 
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Khi đó, với hai tam giác AADE và AABC: 


AL> AE 
* AB ~ AC 
Â chung 


o AADE ~~ AABC, dpcm. 

Bài tập 2. Học sinh tự làm. 

Bài tập 3. Học sinh tự làm. 

Bài tập 4. Dựa trên-tính chất song song của hình hình hành, ta có: 



Bàỉ tập 5. Học sình tự làm. 

Bài tập 6. Ta có thể lựa chọn một trong hai cách sau: 

Cách I: Ciọi AD là tia phận giác góc Â, suy ra: 

■ Với hai tam giác AACD vàABCA. ta có nhặn xét: A 

A 

« Â|=B= :2 <=> AACD - ABCA => ~ = ^=>CD=^cm. 
, , AC BC 4 

cchung 



■ Theo tính chất đường phân giác: 

CD AC AC.BD AC.(BC-CD) 

= —— => AB = —- 3 — = —— = 

BD AB CD CD 

Vậy, ta được AB = 7cm. 

Cách 2: Trên tia đôi của tia AC lấy E sao cho AE = AB. 
Đặt B = a thì Â = 2a, Ê = ABE = a. 



Đặt AB = AE = X. 

Với hai tam giác AABC vàABEC, ta có: 


Â = CBE 
ABC = Ê 


o AABC - ABEC 


AC BC 9 12 

=> —— = —— => — - ——- => X = 7cm 
BC EC 12 X+) 


Vậy, ta được AB = 7cm. 


168 




CẮC TRƯỜNG IỈỢP BỒNG DẠNG 
CỦA TAM GIÁC VUÔNG 

I. KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. ÁP DỤNG CÁC TRƯỜNG HỢP ĐỔNG DẠNG CÙA TAM GIÁC VÀO 
TAM GIÁC VUÔNG 


Từ các trường hợp dồng dạng của tam giác, ta suy ra hai lam giác vuông đồng 
dạng với nhau nếu: 

1 . Tam giác vuông này cỏ một góc nhọn bằng góc nhọn của tam giác vuông kia. 
Thật vậy, khi dó vì chúng luôn có thêm hai góc vuông băng nhau, nên chúng 
có hai góc bang nhau. 

2. Tam giác vuông này cố hai cạnh góc vuông tì lệ với hai cạnh góc vuông của 
tam giác vuông kia. 

Thật vậy, khi đó chúng có thêm hai cạng huyền ti lệ (dựa trên định lí Pi-ta- 
go). 


Thí dụ 1: Hình thang vuông ABCD có A = D = 90°, AB = 4cm, CD = 9cm. 

Tính độ dài BD biết bàng BD vuông góc với BC. 

Giải 

Xét hai tam giác vuông AABD và ABDC có: 
õ, = B, co AABD - ABDC 


=o 


Bp _ AB 
DC “ BD 


A 


co BD 2 = AB.DC = 4.9 = 36 <o BD = 6cm. 


B 



Vậy, ta dược BD = 6cm. 

Nhản xét : 

Như vậy, bằng việc đánh giác được D| = B| (góc nhọn trong 

■ •'^SỊteí? 

Ểâi£;\ tam giác vuông) chúng ta có ngay được kết luận 

AABD — ABDC , từ đó dựa trên tỉ sô đồng dạng giừa các cạnh 
chúng ta tính được độ dài cạnh BD. Thí dụ tiếp theo, minh hoạ 
vi 9 c trường hợp thứ hai (hai cạnh góc vuông tỉ lệ) 

Thí du 2: Hình thang vuông ẠBCD có A = D = 90° , AB = 6cm, CD = 12cm, 
AD = 17cm. Lấy điếm E trên canh AD sao cho AE = 8cm. 

a. Hỏi AABE đổng dạng với tam giác nào ? Vì sao ? 

b. Chứng minh rằng BEC = 90°. 

Giải 
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B 


a. Xét hai tam giác vuông AABE và ADEC, ta có: 

AB 6 2 

DE " 9 ■ 3 AB AE ADr _ 

. „ „ 7777 = 77 — o AABD - ABDC. 

AE__8_2 DE DC 

.DC " 12 " 3 


A 



c 


b. Theo kết quả câu a). ta suy ra: Ej = Cị . 

Mặt khác, trong ACDE vuông tại D, ta có: c , + E 3 = 90" <z>Eị + E 3 = 90". 
Khi đó: BEC = 180° - ẼỊ> = 180" - 90" = 90". 


Nhàn xét: 


Như vậy, bằng việc đánh giác được 


AB _ AE 
DE ” IX 


(hai cạnh góc 


vuông ử lệ) chúng ta có ngay được kết luận AABD - ABDC, từ 
đó dựa sự băng nhau giữa các góc chúng ta tính được số đo 
của góc BEC - Các em học sinh cần nhớ ràng trong bài kiêm 
tra thông thường câu a) không dược dề cập, điều này đẵn tới 
việc các em cần có được định hướng chính xác công việc cần thực 
hiện, cụ thể: 

■ Đẽ chứng minh BEC = 90° ta cần chứng minh: 

Ẽ[ + E^ = 90°. 

■ ~- r Nhận xét rằng Ej và E 3 là hai góc nhọn trong hai tam 

giác vuông, do vậy nếu có Eỵ + E 3 = 90° thì Êj = Cj , tức 
là khi dó hai tam giác vuông nay đồng dạng. 

■ Từ $ó, chúng ta sè bắt đầu băng việc chứng minh 


AABD ABDC. 

Tuy nhiên, với chỉ một yêu cầu chứng minh BEC = 90 n , ta có 
thê sử dụng cách khác như sau: 

Hạ BH 1 CD, suy ra ABHD là hình chừ nhật, do đó: 

BH = AD = 17cm, 

CH = CD - DH = CD - AB = 12 - 6 = 6 cm. 

Trong ABHC vuông tại H, ta có: 

BC 2 = BH 2 + CH 2 = 289 + 36 = 325. (1) 

Trong AABE vuông tại A, ta có: 

BE 2 = AB 2 + AE 2 = 36 + 64 = 100. (2) 

Trong ACDE vuồng tại D, ta có: 
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( 3 ) 


CE 2 = CD 2 + DE 2 = 144 + 81 = 225. 

Từ (1), (2), (3) suy ra: 

BC 2 = BE 2 + CE 2 c=> A BCE vuỏng tại E 
o BEC = 90°. 

2. DÂU HIỆU ĐẶC BIỆT NHẬN BIẾT HAI TAM GIÁC VUỎNG ĐổNG 


DẠNG 

Định lí: Nếu cạnh huyên và một cạnh góc vuông cùa tam giác vuông này tỉ lệ 
với cạnh huyền và cạnh góc vuông của tam giác vuông kia thì hai tcun giác 
vuông đó đổng dạng. 


Như vậy, nếu hai tam giác vuông AABC và AAịBịCị thoả mãn: 


A.B, = B,C, 
AB BC 


cr> AA|B|C, - AABC 


và khi đó ta có ngay: 

c, = c và Bị = B 
A|B| B|C| C|A| * 

AB BC CA 



A 




Kết quả của định lí trên được chứng minh một cách khác đơn giản 
dựa vàó định lí Pi - ta - go, thật vậy: 


Nêu có: 


_ B,c, 


AB BC 


= k 




A,C| 

AC 


V 




_ vtrBC 2 - 

JwT- 


n/bc 2 


AB 


^AB 2 

AB 2 


= k 


Thí du 3: Cho AABC vuông tại A, AC = 8cm. BC = 12cm. Kẻ tia Cx vuông góc với BC 


ì ren Cx lấy điểm D sao cho BD = 18cm. Chứng minh rang AABC — ACDB. 
Giải 


Xét hai lam giác vuông AABC và ACDB, ta có: 
BC _ 12 _ 2 

DB 18 3 BC AC 

AC__8__2 ^ DB CB 
ÌCB ~ 12 ~ 3 


A 


c 


o AABC - ACDB. 




III Từ kết quả: AABD - ABDC => B ị = C, OAC//BD 
ABDC là hình thang vuông. 


171 



3. ri số HAI ĐƯỜNG CAO, TÍ số DIỆN TÍCH CỨA HAI TAM GIÁC ĐỔNG 
DẠNG _ 

Định tí: Tỉ số hai đường cao tương ứng của hai tam giác dồng dạng bằng tỉ số 
dồng dạng. 

Như vậy, nếu AAịBịCị — AABC với ti 
AịH, _ AịBị _ BịC , _ C|A, 

AH AB BC ” CA 
và khi đó ta có thêm: 

Aịlỉị _ BịHị _ CịHị 
. AH ~ BH " CH 
B^ĩĩ ì = BAH vụ C7MƯ 

Định tí: Tỉ số diện tích của hai tam giác dồng dạng bằng bình phương tỉ số dồng 
dạng. 

3 

Như vậy, nếu AA|B|C, - AABC với ti số k thì: = k 2 . 

^AABC 

II. CÁC ví DỤ MINH HỌA 

Ví du 1: Cho AABC vuông tại A, (lường cao AH. Chứng minh rằng: 

a. AH 2 = BH.CH. * b. AB 2 = BH. BC. . c. AC 2 = CIĨ. BC. 

Áp dụng: Đường cao của một tam giác vuông phát xuất từ đỉnh góc vuông chia 
cạnh huyền thành hai đoạn thẳng có độ dài 9cm và lỏcm. Tính độ dài các cạnh 
cùa tam giác vuông đó. 

Giải 

a. Xét hai tam giác vuông AAHB và ACHA, ta có: 

Âị = c (góc có cạnh tương ứng vuông góc) 

o AAHB - ACHA ^=> ~ = ~!ị B - <=> AH 2 = BH.CH. 

CH HA 

b. Xét hai tam giác vuông AAHB và ACAB, ta có: B góc nhọn chung 

o AAHB ~ ACAB = BH. BC. 

CB AB 

c. Xét hai tam giác vuông AAHC và ABAC, ta có: c góc nhọn chung 

<=> AAHC - ABAC => ~ ^ <^> AC 2 = CH. BC. 

BC AC 

Áp dụng: Ta có BH = 9cm, CH = 16cm suy ra: 


A 



sô k thì 


= k 


A| 
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AB = BU. BC = 9.( 16 + 9) = 225 AB = 15cm. 

AƠ = CH. BC = ló.( 16 + 9) = 400 => AC = 20cm. 

Vậy, ta được AB = 15cm, AC = 20cm. 

Chủ ý : Các em học sinh cần nhớ nhùng công thức được xác lập trong 
ví dụ nàv, bởi chúng ta được quyền sử đụng nó trong các bải 
toán tính toán cua tanì giác vuông. 


Ví du 2: Cho hình bình hành ABCD. Gọi hình chiếu cùa A trên CD là H, hình 
chiếu của A trên BC là K. 


a. Chứng minh răng AAHD AAKB. 

b. Hình bình hành ABCD có thêm diều kiện gì thì các tam giác AHC và AKC 
đổng dạng với nhau ? 

Giai 

a. Ta có thế lựa chọn một trong hai cách sau: D 

Cách ỉ: Xét hai tam giác vuông AAHD và AAKB, ta có: H 

D = B (góc dối hình bình hành) o AAHD -r AAKB. 

Cách 2: Ta có: S AHn , = AH.CD = AH.AB = AK.BC = AK.AD 

o AH.AB = AK.AD => = ậỉl. 

AB AK 

Xét hai tam giác vuông AA1ID và AAKB, ta có: 



= ậlí o AAHD - AAKB. 

AB AK 

b. Các tam giác vuông AHC, AKC dồng dạng với nhau khi và chỉ khi có một 
cặp góc nhọn bằng nhau, xét hai khả năng: 

Khá núng /: Với diều kiện: ACH = ACK <=> AC là phân giác của góc c 
o ABCD là hình thoi. 


Khá nâng 2: Với điều kiện: ACH = CAK o AK // CDoCKl CD 
<=> ABCD là hình chữ nhật. 

III. CÂU HỎI ỔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hỏi 1: Phát biếu các trường hợp đồng dạng của tam giác vuông suy lừ các 
trường hợp đồng dạng của tám giác. 

Câu hỏi 2: Phát biểu các trường hợp đồng dạng dặc biệt của tam giác vuông. 

Câu hỏi 3: Hai tam giác vuông cân có dồng dạng với nhau không? Tại sao? Nếu 
cạnh huyền cùa tam giác vuông cân này gấp dôi cạnh huyền cùa tam 
giác vuông cân khác thì ti số diện tích của chúng bàng bao nhiêu? 
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IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Cho AABC vuông tại A, AC = 4cm, BC = 6cm. Kẻ tia Cx vuông góc với BC. 

Trên Cx lấy diém D sao cho BD = 9cm. Chứng minh rằng AABC - ACDB. 

Bàỉ tập 2. Cho AABC có AB = AC = 32cm, BC = 24cm, dường cao BK. Tính độ 
dài CK. 

Bàỉ tập 3. Hình thang vuông ABCD có A = D = 90°, điểm E thuộc cạnh AD. 
Biết AB = 6cm, BE = lOcm, CE = 15cm. Chứng minh rằng BEC = 90°. 

Bài tập 4. Hình thang vuông ABCD có A = D = 90°. AB = 3cm, CD = 6cm, 
AD = 1 lcm. Lấy điểm E trên canh AD sao cho DE = 9cm. 

a. Hỏi AABE đồng dạng với tam giác nào ? Vì sao ? 

b. Chứng minh rằng BEC = 90". 

Bài tập 5. Cho AABC vuông tại A, đường cao AH, biết AB = 12cm, BC = 20cm. 
Tính độ dài các đoạn BH, CH. 

Bài tập 6. Cho AABC vuông tại A. đường cao AH, biết BH = 25cm, CH = 36cm. 

a. Tính dộ dài các cạnh của AABC. 

b. Tính chu vi và diện tích cua AABC. 

Bài tập 7. Cho AABC vuông tại A, đường cao AH, biết BH = 4cm, CH = 6cm. Gọi 
M là trung điếm của BC. 

a. Tính dộ dài các cạnh của AABC. b. Tính diện tích AAHM. 

Bài tập 8. Cho AABC vuông tại A, AB = 9cm. AC = 12cm. Điểm D thuộc cạnh 
BC sao cho CD = 4cm. Đường vuông góc với BC tại D cát AC ở E. Không tính 
độ dài DE, hãy tính diện tích ADEC. 

Bài tập 9. Cho AABC cân tại A, đường cao BH và tam giác A’B'C’ cân tại A\ 
đường cao B’H\ Biết AB = 12cm, BH = 9cm, A’B' = 8cm, B’H’ = 6cm. Tnh ti 
số diện tích của các tam giác ABTLC’ và ABHC. 

Bài tập 10. Cho AABC có ba góc nhọn, BC = 15cm, dường cao AH = 13cm. 
Tính cạnh hình vuông MNPQ biết M thuộc cạnh AB, N thuộc cạnh AC, Pvà Q 
thuộc cạnh BC. 

Bài tập 11. Cho AABC, điểm D thuộc cạnh BC. Vè DM song song với AC 
(M e AB), DN song song với AB (N e AC). Biết s mí) = a 2 , s mc = b 2 . Ciứng 
minh rằng S ABr = (a+b) 2 . 
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V. HƯỚNG DẪN - DẢI* SỔ 


Bài tập 1. Học sinh tự lủm. 

Bài tập 2. Hạ đường cao AH. 

Xét hai tam giác vuông AAỈ1C và ABKC. ta có: c chung 

suy ra: AAHC - ABKC <^> —— = 4“ => KC = 9cm. 

KC BC 

Vậy ta tìm được KC = 9cm. 

Bài tập 3. Thum khao thỉ du 2. 

Bàỉ tập 4. 

a. Xét hai tam giác vuông AABE và ADEC, ta có: 

AB _ 1 

• ™ 3 ^ ^ « AABD - ABDC. 

AE_J_ DE DC 

DC “ 3 


A 



B H c 


A B 



b. Theo kết quả câu a), ta suy ra: Ej = Cj . 

Mặt khác, trong ACDE vuông tại D, ta có: Cị = E 3 = 90" <z> E] + E 3 = 90". 
Khi đó: BEC = 180" - E ỵ + % = 180" - 90" = 90". 


Bài tập 5. Sử dụng công thức trong ví dụ Ị . 

Bài tập 6. Sử dụng công tlìức trong ví dụ Ị . 

Bài tập 7. Sử dụng công thức trong vị dụ I . 

Bài tập 8 . Xét hai tam giác vuông ADCE và AACB, ta có: c chung 



Vậy, ta nhận được S.mxt: = 6cm\ 

Bài tập 9. Học sinh tự lảm. 

Bài tập 10. Giả sử AH cắt MN tại 1 và hình vuông MNPQ có cạnh bằng X, tức là: 
MN = IH = X. 


mn am 

Vì MN // BC nên AAMN - AABC => -~7 = -777 • (1 ) 

BC AB 

Xét hai tam giác vuông AAMI và AABH. ta có: B chung 

AM AI 


A 


suy ra: AAMỈ - AABH => 


AB AH 


( 2 ) 



Từ(l), (2) suy ra: 


MN AI 


AH-IH X 10- X ^ 

—- = —77 = ——— — <=>-— = ——- <=> X = 6 cm. 
BC AH AH 15 10 


Vậy, hình vuông MNPQ có độ dài cạnh bằng 6cm. 
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Bài tập 11. Giá sử AABC có diện tích là s. 
Ta thấy ngay: ABDM «'■' ADCN 

s. . 

■«^ = 1 — !•= — <=> — = 

b 


s 




ADCN 

BD 


''BD' 
CD, 


íT Bí) _ a 
b 2 ^ CD " " 


BD 


a 


CD + BD b + a ^ BC a + b 



Vì DM // AC nên 

^ ^ABOM _ f BD 
Sabca V BC 


ABDM - 

y 

—> s — 

/ 


ABCA 


^.NiiUM- 


BC 

BD 



a + b Y 

ã ) 


= (a + bý 



ỦNG DỤNG 1111« TẾ 

CỦA TAM GIÁC BỒNG DẠNG 


I. KIẾN THỨC Cơ BẢN 


1. ĐO GIÁN TIẾP CHIÊU CAO CÙA VẬT 


Bài toán : XÍC cíịnìì chiêu cao cùa của một vật (toù nhà). 
Phương pháp thực hiện ị{ 



Chúng ta sẽ tiến hành theo hai bước: 

Bước I: Tiền hành đo dạc 

■ Đật cọc AB thảng dứng trên dó có gắn một thước ngắm quay dược qưanh 
một cái chót của cọc. 

■ Điều chinh thước ngắm sao cho hướng của thước di qua đỉnh Bị cùa toà nhà, 
sau dó xác-dịnh giao diêm c cùa dường thảng AAị.với BBị. 

■ Đo khoảng cách AC. AA|. 
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Bước 2: Tính chiều cao 


Ta có: AA,B,C AABC => -ệ- 

AB 


A,c 
Ã c 


< > A,B, = 


AịC.AB 

AC 


Thí dụ áp dụng: Nếu la nhận dược số do của A,c = 7.5m: AB = im: AC = ỉ,5m 


suy ra: A,B; = ' = 5m. 

1.5 

Vậy. loà nhà có độ cao 5m. 

2. ĐO KHOẢNG CÁCH GIỮA HAI ĐỊA ĐlỂM trong đỏ có một địa 
ĐIẾM KHÔNG THỂ TỚI ĐƯỢC 

I Bài toán : Xík định khoảng cách AB, trong đó địa điểm A không thể tới dược. 


Phương pháp thực hiện 

Chúng ta sẽ tiến hành theo hai hước: 

Bước I: Tiến hành đo đạc 

■ Chọn một khoảng bằng phắng rồi vạch một đoạn 
BC và đo độ dài của nó (già sử BC = a). 

■ Dùng thước do góc, do các góc ABC = a, ACB = (3. 
Bước 2: Tính khoảng cách AB 



Thực hiện vẽ trên giấy AAjB|C| thoa mãn B|C| = a„ AịBịCị = a, A 1 C 1 B 1 = p. 


Nhận xét ràng: AAịBịCị - AABC => <=> AB= —■ . 

AB BC BịCị 

Thí dụ áp dụng : Nếu ta nhặn dược sô do của: 

A,B, = 12cm: B,c, = 3cm; BC = 15m 

suy ra: AB = - 6000cm = 60m. 

Vậy, khoảng cách AB = 60m. 

II. CÂU HỎI ỔN TẬP LÝ THUYẾT 

Càu hỏi 1: Nêu phương pháp thực hiện việc đo chiều cao cùa của một vật (toà 
nha). 

Cáu hói 2: Nêu phương pháp thực hiện việc xác định khoảng cách AB. trong đó 
địa điếm A không thế tới dược. 
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III. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1 :Tính khoảng cách từ người quan sát đến chán tháp truyền hình cao 50m 
biết rằng khi người đó dạt một que dài 5cm thẳng phía trước cách mắt 40cm thì 
que vừa ván che lấp tháp truyền hình. 

Bài tập 2: Một người đo chiều cao cùa một cây nhờ một cọc chôn xuống đất, cọc 
cao 2m và đặt xa cây 15m. Sau khi lùi cách cọc 0,8m, người ấy nhìn thấy đầu 
cọc và đỉnh cây cùng nằm trên một dường thảng. Hỏi cây cao bao nhiêu, biết 
rằng khoảng cách từ chân đến mắt người ấy là 1,6m. 

Bàỉ tập 3: Để đo khoáng cách từ địa điểm A đến địa điểm M trên đảo (h. 105), 
người ta gióng đường thẳng AM, lấy trên AM điểm H. Trên đường vuông góc 
với AM tại H, xác định địa điểm B sao cho ABM = 90°. Biết AH = 15m, AB = 
60m. Tính độ dài AM. 

IV. HƯỚNG DẪN 

B>i tập 1 .Bạn đọc tự vẽ hình ĩ heo lập luận trong lời giải. 

Gọi o là vị trí mắt người quan sát, AB là tháp truyển hình, A’B’ là que dài 5cm, 
OH’ và OH theo thứ tự là khoảng cách từ o đến A’B’ và AB. 

Ta có A’B’//AB suy ra: 

AAOB’ - AAOB o ~ = o OH = = 400m. 

OH AB A'B' 

Vậy, khoảng cách từ người quan sát đến tháp truyển hình là 400m. 

Bài tập 2. Bạn đọc tự vè hình theo lập luận trong lời giải. 

Trước hết tính BH, ta có: ^ BH = 7,9 (m). 

BH EH BH 15,8 

Do đó: AB = 7,9 + 1,6 = 9,5m. 
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Ô\ TẬP CHIÍ0NG I 


Bài tập 1. Cho tam giác ABC. 


a. Tim trên cạnh AB điếm M sao cho 


AM 

MB 


~ . Tìm trên cạnh AC điểm N sao 

3 


AN 2 
cho = —. 

NC 3 

b. Vẽ đọan thảng MN. Hỏi hai dường thẳng MN và BC có cát nhau không ? Vì 
sao ?. 

c. Cho biết chu vi và diện tích AABC theo thứ tự ỉà p và s. Tính chu vi và diện 


tích AAMN. 


Bàỉ tập 2. Tứ giác ABCD có hai góc vuông đinh A và c, hai dường chéo AC và 
BD cắt nhau tại o, BAO = BDC . Chứng minh: 


a. AABO-ADCO. b. ABCO^AADO. 

Bài tập 3. Cho hình chữ nhật ABCD có AB = a = 12cm, BC = b = 9cm. Gọi H là 
chân dường vuông góc kẻ từ A xuống BD. 


a. Chứng minh AAHB-ABCD. 

b. Tính đô dài đoạn thảng AH. 

c. Tính diện tích AABH. 

Bài tập 4. Cho tứ giác ABCD có hai đường chéo AC và BD cất nhau tại o, 

ABD = ACD. Gọi E là giao điểm cùa hai đường thẳng AD và BC. Chứng minh 
rằng: 

a. AAOB-ADOC. b. AAOD^ABOC. c. EA.ED = EB.EC. 

Bài tập 5. AABC có ba đường cao AD, BE, CF đổng quy tại H. Chứng minh rằng 
AH.DH = BH.EH = CH.FR 

Bài tập 6. Hai điểm M và K thứ tự nằm trôn cạnh AB và BC của AABC, hai doạn 
thẳng AK và CM cắt nhau tại điểm p. Biết rằng AP = 2PK và CP = 2PM. Chứng 
minh rằng: AK và CM là các trung tuyến của AABC. 

Bài tập 7. Cho hình bình hành ABCD. Từ A kẻ AM vuông góc với BC, AN vuông 

góc với CD. Chứng minh rằng: AMAN^AABC. Biết M thuộc BC và N thuộc 
CD. 

Bài tập 8. Giả sử AC là đường chéo lớn của hình bình hành ABCD. Từ c, vẽ 
đường vuông góc CE với dường thẳng AB, đường vuông góc CF với đường 
thẳng AD. Chứng minh rằng: AB.AE + AD.AE = AC 2 . Biết rằng E và F thuộc 
phân kéo dài cùa các cạnh AB và AD. 
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Bài tập 9. AABC có hai đường cao là AD và BE. Chứng minh rằng hai tam giác 
DEC và ABC là hai tam giác đổng dang. 

Bài tập 10. AABC có hai trung tuyến AK và CL cắt nhau tại o. Từ một diêm p 
bất kì trên cạnh AC, vẽ các đường thẳng PE song song với AK, PF song song với 
CL. Các trung tuyến AK, CL cắt đoạn thảng EF theo thứ tự tại M và N. Chứng 
minh ràng các đoạn thảng FM, MN, NE bàng nhau. 

Bài tập 11. Cho AABC có AB = 9cm, AC = 12cm > BC = 15cm. 

a. Chứng minh rằng AABC là tam giác vuông. 

b. Đường phân giác của góc B cắt AC tại D. Tính độ dài các đoạn AD, DC. 

c. Đường cao AH cắt BD tại I. Chứng minh: AB.BI = BH\ 

d. Chứng minh AAID là tam giác càn. 

Bài tập 12. Cho AABC, trung tuyến AM. Phân giác của góc ANB cắt AB tai E, 
phần giác của góc AMC cắt AC tại F. 

a. Chứng minh EF // BC. 

b. Cho biết ME = MF. Chứng minh AABC là tam giác cân. 

Bàỉ tập 13. Cho AABC vuông tại A có AB = 8cm, AC = 15cm, dường cao AH. 

a. Tính BC, AH. 

b. Gọi M, N lần lượt là hình chiếu của H lên AB, AC. 

Chứng minh AM.AB = AN.AC. 

Bài tập 14. Cho hình chừ nhật ABCD có AB = 18cm, AD = 12cm. Gọi E là một 
điếm từy ý trên cạnh AB ria DE cat tia CB tại G, cắt AC tại F. 

a. Chứng minh rằng: FD*’ = EE.PQ. 

b. Tính dộ dài các đoạn DE, DG, DF trong trường hợp E là trung điểm cùa AB. 

Bài tập 15. Qua diêm o trong AABC kẻ đường thẳng song song với AB cát AC 
và BC lần lượt tại M và N, kẻ đường thảng song song với AC cắt AB và BC ờ F 
và K, kẻ đường thẳng song song với BC cát AB và AC ở M và N. Chứng minh: 

AF . BE CN 
AB BC NA 

Bại tập 16. Cho AABC (AB < AC). Đường thẳng kẻ qua trọng tâm G của tam 

AB AC 

giác cắt AB, AC lần lượt tại D và E. Chứng minh: —— + —— = 3. 

AD AE 

Bài tập 17. Cho hình thang ABCD (AB // CD). Qua D kẻ qua dường thẳng song 
song với BC cắt AB tại E, qua c kẻ dường thảng song song với AD cắt AB tại F. 
CF và DE cát BD và AC lần lượt tại M và N. Từ E và F kẻ các đường thẳng song 
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song với AC và BC cầt BC và AD ớ p và Q. Chứng minh răng M. N, p, Q thảng 
hang. 

Bài tập 18. Cho hình thoi ABCD cạnh băng a, A = 60". Một đường thảng di qua 
dinh c cắt các tia đôi của các tia BA, DA theo thứ tự ỏ M và N. 

a. Chứng minh: BM.DN = a 2 . 

b. Chứng minh: AMBD^ABBN. 

Bài tập 19. Cho hình chữ nhật ABCD . Lấy diêm p thuộc dường chéo BD. Ciọi M 
là diêm dối xứng của c qua p. 

a. Tứ giác AMDB là hình gì ? 

b. Gọi E và F là hình chiếu cua M trên AD và AB. Chứng minh EF //AC và ba 
diêm E. F, p tháng hàng. 

c. Chứng minh rằng ti sô các cạnh của hình chữ nhật AEMF khống phu thuộc 
vào vị trí của điếm p. 

d. Cho CP 1 BD và CP = 2,4cm; ^ = 

PC 16 

Tính các cạnh cua hình chữ nhật ABCD. 

Bài tập 20. Cho AABC. D là trung diêm cùa BC, M là trung điểm cùa AD. 

a. BM cát AC tại p, p, là điểm dối xứng của p qua M. Chứng minh ráng: 

. PA s AP 

PA = P,D và tính ti sỏ và ~~ . 

PC AC 

, . PQ 

b. CM cắt AB tại Q. Chứng minh rẳng PQ song song với BC, tính ti số ~ và 

PM 

MB 

c. Chứng minh rằng diện tích bòn tam giác BAM, BMD, CAM. CMD bàng 
nhau. Tính tỉ sổ diện tích AMAP và AABC. 
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CDIỈƠNG II - 


HÌNH LẢNG TRỤ ĐỨNG 
HÌNH CHÓP ĐỂU 


Trong chương này, chúng ta sẽ thu nhận dược kiến thức về các khối hình đặc 
biệt trong khõng gian, cu thế: 

1. Hinh hộp Chữ nhật 

2. Hình lập phương 

3. Hình lăng trụ dứng 

4. Hinh chóp đểu 

5. Hình chóp cụt dếu 
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NH HỘP CHỮ NHẬT 


I. KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. ĐINH NGHĨA 


Định nghĩa : Hình hộp chữ nhặt là hình có 6 mặt đều là những hình chữ nhật. 


Hình bên cho ta hình anh của hình hộp chữ nhật Q 


ABCDA|B|C|D|, và ở dó: 

/! 

7 

1. Hình hộp chữ nhật có: ™ 


B 

■ 8 đính, cụ thể: 

Ịd, 


A, B. c, D, A„B„C 1 , D,. 


7 

■ 12 cạnh, cụ thô: 


B, 


AB. BC CD, DA, A,B„ B,c„ C,D„ D,A, - Các cạnh đây 
AA|, BBị, cc,. DD| - Cúc cạnh hên 
■ 6 mặt (đéu là hình chữ nhật), cụ thể: 

ABCD, AịBịCịDị, ABB,A„ BCC,B„ CDD,C„ ADD|A|. 

2. Hai mặt cùa hình hộp chừ nhật không có cạnh chung gọi là hai mặt đối diện 
và có thế xem chúng là hai mặt đáy của hình hộp chữ nhặt, khi đó các mặt 
còn lại được xem là các mật bèn , cụ thể: 


• Hai mặt ABCD, A|B|C,D, dược gọi là hai mặt đáy. 

■ Bốn mặt ABBịAị, BCC,B„ CDDịCị, ADDịAị được gọi là các mặt bên. 


I Nhân xẻt: i Như vậy, khi cho hình hộp chừ nhật với ba kích thước a, b, c 
chủng ta cần hiểu răng khi đó ta có: AB = a, BC = b, AAj = c. 

Thi dụ 1: Cho hình hộp chữ nhật ABCDA|B|C|D|. 

a. Hãy chi ra các đường thang trong hình hộp song song với đường thẳng B,C|. 

b. Hãy chỉ ra các mật phảng trong hình hộp song song với dường thẳng AB. 

c. Hãy chi ra các dường thảng trong hình hộp song song với mặt phảng 
(A|B,C|D|). 

Giâi 

a. Ta có: 

// _ 

■ Vì BCC|B, là hình chữ nhật nên: B|Cị = BC. 

// 

■ Vì AịBịCịDị là hình chừ nhật nên: BịCị = A,D,. 



183 








■ Vì ADD.A, là hình chừ nhật nên: AD = A,D, AD = BịC,. 

Vậy, tổn tại 3 đường thảng là BC, A,D, và AD song song với B,C|. 

b. Ta có: 

AB//A.B, € (A,B I C 1 D I )=>AB//(A,B I C 1 D I ). 

AB // A,B, € (A.B.CD) => AB//(A,B,CD). 

AB // CD €. (CDD.C,) => AB // (CDD,C,). 

Vậy, tổn tại 3 mật pháng (A|B|C|D,). (AịBịCD) và (CDDịCị) song song VỚI 
AB. 

c. Ta có: 


AB//A.B, € (AịBịCịDị) =5 AB// (AiBịCịDị). 
BC//B.C, 6 (A|B|C,D,) => BC// (A|B|C,D|). 
CD//C.D, G (A|B,CịD,) => CD//(AịBịCịDị). 
AD//A.D, e (A|B|C|Dị) => ẢD// (A|B|C,D|). 


Ngoài ra. ta cỏ: AA, = BB, =CC| <=> AA|C,C là hình bình hành 
<r-> AC//A.C, e (A,B I C 1 D,)=>AC//(A 1 B 1 C 1 D I ). 

// // 

DD| = AA| = BB, BBịDịD là hình bình hành 


<=> BD//B.D, € (A|B,C|Dị) BD//(A,B,C,D,). 


Vậy, tổn tại 6 dường thảng AB, BC, CD, AD, AC, BD song song với mặt 
phảng (AịBịCịDị). 

Thí du 2: Cho hình hộp chữ nhật ABCDẠ|B|CịD|. 

a. Hãy chi ra các điR'mg thảng trong hình hộp vuông góc v< ri mật phảng (A I B,c, Dị). 

b. Hãy chi ra các mặt phang trong hình hộp vuông góc với mặt phảng (BB|C|Q. 


c. TTr giác BịCịDA là hình gì ? Vì sao ? 
Giải 


a. 


Ta có: 


AAj 1 AịBị.vì AAịBịB làhcn 
AAI 1 AI D|, vì AAI D| D là hcn 


=> AA, 1 (A,B|C,D|). 

Chứng minh tương tự, ta cũng có: 



BB| 1 (A|B|C|D|).CC , i (A,B l C,D 1 ), D D| 1 (A,B I C Ỉ D 1 ). 


Vậy, tổn tai 4 đuờng thảng AAị, BB|, OC|, DD, \uòng gổc với mật Ị^hiuig (AịBịCịDị). 
A|B| KBB.CC) 


b. Ta có: { 


A|B| G (A|B|CID|) 


=> (AịBịCịD.) 1 (BBịCịC). 







A,B, 1 (BB|C|C) 
Ịa.B, e(A,B,BA) 

[AjBj 1(BB,CjC) 
[A|B, g(AjB,CD) 


> (A.B.BA) 1 (BB.C.C). 


=> (AịBịCD)! (BBịCịC). 


ÍABKBB.C.C) 

, J => (ABCD)l (BB.GCT 
ABe(ABCD) 


Jv\B J_ (BB|C|C) 
IAB e (ABCịDị) 


=> (ABC,D,) 1 (BBịCịC)' 


CDKBB.C.C) 

_ ‘1' ' => (CDD,C,)± tBB.C.O, 

[CDg (CTXXịCị) 

Vậy. lộn tại 6 mật phảng (A,B,C|D|). (Ạ|B,BA), (AịB,CD), (AĐCD). (ABCịD,), 
íCDD.C,) vuông góc với mật phàng (BBịCịC). 
c. Vì ADDịAị là hình chữ nhật nèn: 

/7 // // 

AD = A|D| = BịCị => AD - B|C, <=> BịCịDA là hình bình hành. 

Mặt khác, ta có: B,c, 1 (CDD.C,) => B,c, 1 C,Do B^cjì) = 90°. 

Vậy, hình bình hành B,C|DA có một góc vuông nén nó là hình chữ nhật. 

2. Cồm; thức: tính diện tích, thể tích 

Với hình hộp chữ nhật cỏ ba kích thước a. b. c, ta có: 

■ Diện tích Ẩung quanh: S V(j = 2(a + b)c. 

■ Diện tích toàn phán: s,p = S K(| + 2Sj = 2(a■+ b)c + 2ab = 2(ac + bc + ab). 

■ Thê tích: V = abc. 

Thí du 3: Cho hình hộp chữ nhật có chiểu dài bằng 6cm. chiều rộng băng ~ 

chiều dài và chiêu cao gấp 3 lân chiểu rông. Tính diện tích xung quanh, diện 
tích toàn phan và the tích cua hình hộp chừ nhật dó. 

Gia ị 

Đế tính dược diện tích xung quanh, diện tích toàn phần và thè tích cua hình 
hộp chữ nhật, ta cần biết day du ba kích thươc cùa nó là chiêu (lài, chiêu rộng, 

chiều cao, từ giả thiết ta có: a = 6cm, b = — a = 3cm, c = 3b = 9cm. 

Khi đó: 

■ Diện tích xung quanh hình hộp chừ nhật là: S U| = 2(a + b).c = 162cm 2 . ■ 
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■ Diện tích toàn phần hình hộp chữ nhật là: 

s,p = s* q + 2S 0 = 162 + 2.6.3 = 198cm 2 . 

■ Thể tích hình hộp chữ nhật là: V = a.b.c = I62cm\ 

II. CÁC VÍ DỤ MINH HOẠ 

Ví du I: Cho hình hộp chữ nhật ABCDA|B|C,D|, biết AB = a, BC = b, AA| = c. 
Tìm môi liên hệ giừa các đại lượng a, b, c đê tứ giác AAjC|C là hình vuông. 

Giãi 

// // II 

Ta có: AA, = BB| = CC| => AAị =cc, 

o AA,C|C là hình binh hành. 

Ta lại có: AAị 1 (ABCD) => AA| 1 A,c, 

<=> ẤĨ^C Ỉ = 90". 

Khi đó, hình bình hành AAịCịC có một góc vuông nên nó là hình chữ nhật. 

Để AAịCịC là hình vuông điều kiện là: 

AAị = AC <=> AAị = AC 2 = AB 2 + BC 2 o c 2 = a 2 + b 2 . 

Vậy. để AAịCịC là hình vuông điều kiện là c 2 = a 2 + b 2 . 

Vi du 2: Cho hình hộp chữ nhật ABCDAịBịCịDị. Biết AB = 4cm, AC = 5cm và 
AịC = 13cm. Tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phần và thể tích của hình 
hộp chữ nhật dó. 

Giải 



Để tính được diện tích xung quanh, diện tích toàn phần và thể tích cùa hình 

! rộ 

,c, 


hộp chừ nhật, ta cần biết đầy dủ ba kích thước của nó là chiều dài, chiểu rộng, 
chiều cao . Do vậy, ờ dày cần tính thèm BC và AAị. 


Áp dụng định lí Pitago vào AABC, ta dược: 

BC = V 5 2 - 4 2 = 3cm. 

Từ định nghĩa của hình hộp chừ nhật, ta có: 
AA, 1 (ABCD) => AA, 1 AC 
o AA,AC vuông tại A. 



Áp dụng định lí Pitago vào AA,AC, ta được: AA| = vi 3 2 — 5 2 = 12cm. 
Khi đó: 

■ Diện tích xung quanh hình hộp chừ nhặt là: 

S XM = 2(AB + BC).AAị = 168cm 2 . 
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■ Diện tích toàn phần hình hộp chữ nhật là: 

s, p = s xq + 2 S,J = 168 + 2.4.3 = 192cm\ 

■ Thế tích hình hộp chừ nhài là: V = AB.BC.AAj = I44cm\ 

III. CẢU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Cảu hỏi 1: Phát biếu định nghía hình hộp chữ nhặt. 

Câu hòi 2: Nêu công thức tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phần, thể 
tích cùa hình hộp chừ nhặt. 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Cho hình hộp chữ nhật ABCDA|B,C|D,. Hãy nêu tên các hình chừ nhật 
có 4 đỉnh là 4 đỉnh của hình hộp. 

Bài tập 2. Cho hình hộp chữ nhặt ABCDA,B,C|D|. 

a. Hãy chi ra các dường thẳng trong hình hộp song song với đường thảng BC. 

b. Hãy chi ra các mặt phảng trong hình hộp song song với đường thẳng CD. 

c. Hãy chi ra các đường thảng trong hình hộp song song với mặt phẳng 
(AAjB|B). 

Bài tập 3. Cho hình hộp chữ nhật ABCDA|B|C|D|. 

a. Hãy chỉ ra các diòig thảng trong hình hộp vuông góc với mặt phảng (BCBịCị). 

b. Hãy chi ra các mặt phảng trong hình hộp vuông góc với mặt phảng (ABCD). 

c. Tứ giác AA,CjC là hình gì ? Vì sao ? 

Bàỉ tập 4. Cho hình hộp chữ nhạt ABCDAịBịCịDị, biết AB = 6 cm, BC = 8 cm, 
AAị = X. 

a. Chứng minh rằng AAịCịC là hình chữ nhật. 

b. Tính diện tích cùa tứ giác AAịC,C. 

c. Tìm X để tứ giác AAjC|C là hình vuông. 

2 

Bài tập 5. Cho hình hộp chữ nhạt có chiểu dài bằng 6cm, chiểu rộng bằng -ị 
' 3 

chiều dài và chiều cao bằng — lần chiều rộng. Tính diện tích xung quanh, diện 

4 

tích toàn phần và thể tích của hình hộp chữ nhật đó. 

Bài tập 6 . Cho hình hộp chữ nhặt có chiéu dài, chiểu rộng và chiều cao ti lệ thoả 
mãn a : b : c = 4 : 2: 1. Tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phần của hình 
hộp chữ nhật đó, biết thể tích cùa nó bằng 216cm\ 
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Bài tập 7. Cho hình hộp chữ nhật ABCDA|B|C,D,. Biết AB = 6cm, AC = lơcm và 

AịC = 5 v5 cm. Tính diện tích xung quanh, diên tích toàn phần và thê tích cùa 
hình hóp chừ nhật đó. 

Bài tập 8. Cho hình hộp chữ nhật ABCDA|B,C|D|. Biết AB = 3cm, AA, = 6cm và 
S AAịC|C = 30cm : . Tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phần và thể tích 
của hình hộp chừ nhặt dó. 

Bài tập 9. Cho hình hộp chừ nhật ABCDA|B|C|D|. Biết AB = 8cm, BC = 2cm và 


^A|D|CB = 16cm 2 . Tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phần và thể tích 
của hình hộp chữ nhật dó. 


V. HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỔ 


D, 


Bài tập 1. Học sinh tự làm. ^ 


7 

Bài tập 2. 


B, 

a. BC song song với các dường thảng: 

Ịd 


AD, A|D|, B,c,. 


7 


A A , B I B, A I B , c I D ,, A BC, D !. 

c.’ Mặt phàng (AAịBịB) song song với các dường thảng: CD, CịDị. 
Hài tập 3. Học sinh lự lủm. 

Bài tập 4. 


D 


H 


AAịCịC !à hình hình hành. 

'I a lại có: AA| 1 (ABCD) => AA| 
<=> ÀAA = 90". 


c, 


c; 


B 



7! 

7 

// A 

=cc, 

ỊD, 

B 

1 A,c, 


7 

A, 


B, 


c 


c 


Khi dó, hình hình hành AAịCịC có một góc vuông nên nó là hình chừ nhật. 

b. Gọi s là diện tích của hình chữ nhật AAịCịC.ta có: s = AAị.AC . 

Trong AABC, ta có: AC : = AB : + BƠ = 100 o AC = lOcm. 

Khi dó: s = lOx. 

c. Đê AAịCịC là hình vuông diều kiện là: AA| = AC <=> X = lOcm. 

Vậy, đê AAịCịC là hình vuông điều kiện là X = lOcm. 

Bài tập 5. 'l ừ giả thiết ta cỏ: a = 6cm. b = 4cm. c = 3cm. 

Khi dỏ: 

■ Diện tích xung quanh hình hộp chữ nhật là: 

S vq = 2(a + b).c = 60cm 2 . 
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■ Diện tích toàn phần hình hộp chữ nhặt la: 

Sjp = S vq + 2S,: = 60 4- 2.6 4 = lOScnr. 

■ Thế tích hình hộp chữ nhật lã: V = a.b.c = 72cin . 

Bài tập 6. Từ giá thiết ta có: ^ ^ = c r> a = 4c. b = 2c. 


Thô tích hình hộp chữ nhặt là: 

V = a.b.c o 216 = 4c,2c .c <=> c = 27 c=> c = 3cm => a = 12, b = 6. 


Khi đó: 

■ Diện tích xung quanh hình hộp chữ nhật là: 

S xq = 2(a f b).c = ()8cm : . 

■ Diện tích toàn phần hình hộp chừ nhật la: 

S Ip = S xq + 2Sj = 60 + 2.1 2.6 = 252cm\ 

Bài tập 7. IX* tính dược diện tích xung quanh, diện tích toàn phần và thể tích cùa 
hình hộp chừ nhật, ta cần biết dấy du ba kích thước cua nó là chiều dài, chiều rộng, 
chiều cao. Do vậy, ờ dây cần tính thêm BC và AA|. [} 

Áp dụng định lí Pitago vào AABC, ta dược: 

BC = \l 10 2 - 6 2 = 8cm. 

Từdịnh nghĩa của hình hộp chừ nhật, ta có: 

AA, 1 (ABCD) => AA, 1 AC 
o AAịAC vuông tại A. 

Áp dụng định lí Pitago vào AAịAC, ta dược: 

AA, = ìỊĨĨSý^ữr = 5cm. 



Khi dó: 

■ Diện tích xung quanh hình hộp chữ nhặt là: 

s xq = 2(AB + BC).AA| = I40cm 2 . 

■ Diện tích toàn phần hình hộp chừ nhật là: 

s,p = s xq + 2S d = 140 + 2.6.8 = 236cin\ 


■ Thể tích hình hôp chữ nhât là: 


D 


V = AB.BCAAị = 240cm’. 

A 

/1 

/ 

// // // 

Bài tập 8. Ta có: AA, = BBị = cc, => AA, = cc, 

Ịd, 

B 

o AA|C|C là hình bình hành. 

A, 


7 

Ta lại có: AA, 1 (ABCD) => AA, 1 A,c, 


B, 


c, 
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o AAịCị = 90°. 

Khi đó, hình bình hành AA|C,C có một góc vuông nên nó là hình chữ nhật. 
Gọi s là diện tích của hình chữ nhật AAịCịC.ta có: 
s = AAị.AC o 30 = 6.AC oAC = 5cm. 

Áp dụng định lí Pitago vào AABC, ta được: BC = v5 2 - 3 2 = 4cm. 

Khi đó: 

■ Diện tích xung quanh hình hộp chữ nhật là: 

S xq = 2(AB + BC).AA| = 84cm : . 

■ Diện tích toàn phần hình hộp chữ nhật là: 

s,p = S xq + 2Sj = 84 + 2.3.4 = I08cm 2 . 

■ Thể tích hình hộp chữ nhật là: 

V = AB.BC.AA, = 72cm\ 

Bài tập 9. Thực hiện tượng tự bài tập H. 




NH LẬP PHƯƠNG 


I. KIẾN THỨC Cơ BẢN 


1. ĐỊNH NGHĨA 


Định nghĩa: Hình lập phương là hình có 6 mặt đểu là những hình vuông. 

Nhân xét : Như vậy, ơilho hình lập phương người ta thường phát biêu 11 
Cho hình lập phương cạnh bằng ả 

Thí du 1: Cho hình lập phương ABCDA.B.C.D,. 

a. Khi nối A| với c và A với C| thì hai đường thảng A|C và AC| có cắt nhau hay 

ị không ? Và nếu chúng cắt nhau thì có thể vuông góc với nhau được không ? 

I Vi sao? 

b. Câu hòi tương tự như câu a) với A,c và B|D. 

c. Đường thẳng AC song song với những mật phầng nào ? 

d. Đường thẳng AC vuông góc với những mặt phảng nào ? 
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a. Ta có: AA| 


// n 
= BB, = cc, 


c^> AA.C.C là hình hình hành 


A,fđ 

■‘ị 


Ị*.. 

D .... 


A|C và AC, cât nhau tai trung diêm cua mỏi /■.. V- 

đường. A . — —\ 

Giả sử A,c, ACị vuông góc với nhau, khi đó: 

AA|C,C là hình thoi <=> AAị = A,c, oa = a^2 . mâu thuần. 

Vậy, A,c và AC, không có thế vuông góc với nhau. 

b. Bạn dọc tự làm. 

c. Ta có: AC//A.C, e (A.B.C.D,) => AC // (A.B.C.D,). 

AC//A.C, € (A,C,B) => AC // (A|C,B). 

AC//A.C, e (A,C,D)=> AC//(A,C 1 D). 

Vậy, tổn tại 3 măt phảng (AịBịCịDị), (A,C,B). (AịCịD) song song với AC. 
ÍACIBB, vl BBị l(ABCD) 

d. Ta có: „ „ ' ‘ _ => AC1 (BDDịBị). 

AC 1 BD vì ABCD là hình vuông 

Vậy, có đúng mật phảng (BDD,B,) vuông góc với AC. 

2. CỒNG THỨC TÍNH DIỆN TÍCH, THỂ TÍCH 
Với hình lập phương có cạnh bằng a, ta có: 

■ Diện tích xung quanh: S XM = 4a 2 . 

■ Diện tích toàn phần: s,p = 6a 2 . 

■ Thể tích: V = a\ 

Thí dụ 2: Cho hình lập phương ABCDA|BịC|D|, biết AC = 2 \fĩ cm. Tính diện 
tích xung quanh, diện tích toàn phần và thể tích cùa hình hộp chữ nhật đó. 

Giải 

Để tính được diện tích xung quanh, diện tích toàn phần và thể tích cùa hình lập 
. phương, ta cần biết sô đo cạnh cùa nó. 

Giả sử hình lập phương có cạnh bằng a. Dị_ r 

Trong AABC vuông cân tại B, ta có: A A 7 1 

AC 2 = AB 2 + BC 2 <=e>8 = a 2 + a 2 oa = 2cm. ; ^ 

Khi đó, hình lập phương ABCDA|B|C|D| có: .. c 


d. Ta có: 


AC1 (BDDiBị). 


Diện tích xung quanh: S xq = 4a ; = 4.2 2 = 16cm ; 
Diện tích toàn phần: s,p = 6a 2 = 6.2 2 = 24cm 2 . 
Thể tích: V = a ' = 2' = 8cm\ 
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II. CÁC ví DỤ MINH HOẠ 

Ví du 1: Cho hình lập phương ABCDA.B.C.D,. 

a. Chứng minh ràng (ABịC) // (AịC|D). 

b. Gọi o là giao diêm cùa AC và BD. Gọi 0| là giao điểm của A|C, và B,D|. 
Các đường thẳng AO| và OC| cãt A,C theo thứ tự tại M, N. Chứng minh ràng 


A, M = MN = NC. 


D 


Giải 



// // // 

a. Ta có: AA, = BB, = cc, => AA| = c:c, 

o AA|C|C là hình bình hành 

=>AC7/A,C,. (1) 

//_//__ // 

Mặt khác, ta cũng có: AB =CD = C,D, => AB =C|Dị 
<=> ABC|D| là hình bình hành => BC| // AD,. 

I Cr (1), (2) suy ra (ABịC) // (A|C|D). 

// 

b. Ta có: 0A = 0|Ci o AOCịOị là hình bình hành AO,.//OC t . 

r . ^ ^ 


c 


c, 


( 2 ) 


Trong ANA|C|, ta có: ị 


A|()ị - CịOị 


Trong AMAC, ta cổ: 


0,M//C,N 
AO = CO 


=>'A,M = MN.- (3) 


o, C, 


CN = MN. 



ON//AM 
Từ (3). (4) suy ra A,M = MN = NC. 

Ví du 2: Cho hình lặp phương ABCDAịBịCiD, có diện tích mặt chéo ACCịAị 

bàng 9\/2cm 2 . Tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phần và thể tích của 
hình lập phương dó. 

Giải 

Để tính được diện tích xung quanh, diện tích toàn phần và thế tích của hình lập 
phương, ta cần biết số đo cạnh của nó. 

Giả sử hình lập phương có cạnh bàng a. 

Trong AABC vuông cân tại B, ta có: 

\ơ = AB’ + Bơ = a’ + a- = 2a J <=> AC = a Jĩ . 

Diện tích mặt chéo ACCịA, dược cho bởi: 

s = AAị.AC < > 9V2 = a.a \Ỉ2 <=> a = 3cm. 

Khi dó, hình lập phương ABCDA,B 1 C I D I cỏ: 


D, 


A, 


A 


/ 


7 


D 

B, 



7 


C, 


c 


B 
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■ Diện tích xung quanh: S Vi( = 4u = 4. V’ = 36cm\ 

■ Diện tích toàn phần: S lp = 6a = 6..V - 54cnr\ 

■ Thê tích: V = a' = 3' = 27cm l . 

III. CÂU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hỏi 1 : Phát biểu dinh nghĩa hình lập phương. 

Câu hỏi 2: Nêu cồng thức tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phần, thể 
tích cùa hình láp phương. 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1 . Cho hình lập phương ABCDA|B|C|D,. 

a. Khi nối D, với B và Bị \Ớ 1 Ị) thì hai dường thang BD| và B|D có cắt nhau 
hay không 7 Và nếu chung cát nhau thì có thế vuông góc với nhau được 
không 7 Vì sao 7 

b. Câu hỏi tương tự như càu a) với B|D và A( V 

c. BD| và AA| có cát nhau hay không 7 Vì sao 7 

d. Đường tháng BD song song với những mật phảng nào 7 

e. Đường tháng BD vuông góc với những mật phang nào 7 

Bài tập 2. Cho hình lập phương ABCDAịBịCiD,. Tính diện tích xung quanh, diện 
tích toàn phần và thế tích cua hình lập phưcmg đó. biết: 

a. AB=6cm. 

b. . AC = 4 V 2 cm. 

c. oc = yj 2 cm, với () là giaotliòm cua AC và BI). 

d. AC| = 3v3cm. 

e. OA| = 2 V 3 cm, VÓI () là giao diêm của AC và BD 

Bài tập 3. Cho hình làp phtrơng AIK'DA,B|C I D, có diện tích mặt chéo ACC,A, 

bàng 25\Í2 cnr. Tính rhè tích, diện tích xung quanh và diện tích toàn phán cửa 
hình lập phương dỏ. 

V. HƯỚNÍỈ DẨN - ĐÁP SỐ 


Bài tập 1. 

a. Khi nòi D, với B và Bị với í) thì hai dường tháng BD| 
và B|D cắt nhau tại trung diêm cùa mỏi dường. 

Tuy nhiên, BD, và B,D không thò vuông góc với 
nhau được vì nếu vậy thì: BD IỤ) là hình vuông 

c> BD = DD| < > a = a V 2 . mâu thuần 


D, 


A| 


/ 

~7 


D 

B, 


7 


c 


C 


B 


193 






b. Học sinh tự lùm. 

c. BD, và AA, không cát nhau. Vì nếu cát nhau chúng sẽ đổng phẩng, điểu này 
là mầu thuần. 

d. Đường thảng BD song song với các mặt phảng: (AịB|C,D|), (ABịDị), 

(CB.D,). ' - 

e. Đường thẳng BD vuông góc với các mặt phảng: 

(ABBịAị), (BCC,B|), (CDDịCị), (ADDịAị) - Bôn mặt bên. 

(ACCịAị), (BDD|Bị) - Hai mặt chéo. ' 

Bải tập 2. 

a. Ta có ngay: 

■ Diện tích xung quanh: S xq = 4a 2 = 4.6 2 = 144cm\ 

■ Diện tích toàn phần: S tp = 6a 2 = 6.6 2 = 216cm\ 

■ Thể tích: V = a' = 6' = 216cm\ 

b. Để tính dược diện tích xung quanh, diện tích toàn phần và thc tích củạ hình 
ỉập phương, ta cần biết số do cạnh của nó. 

Trong AABC vuông cân tại B, ta có: 

AƠ = AB 2 + BC 2 <=> 32 = a 2 + a 2 a = 4cm. 

Khi đó, hình lập phương ABCDA^ƠDị có: 

■ Diện tích xung quanh: S xq = 4a 2 = 4.4 2 = 64cm 2 . 

■ Diện tích toàn phần: s,p = 6a 2 = 6.4 2 = %cm 2 . 

■ Thế tích: V = a' = 4’ = 64cm\ 

- c. Học sinh tự làm - Biết oc = - AC. 

2 

d. Đế tính dược diện tích xung quanh, diện tích toàn phần và thè tích của hình 
lập phương, ta cần biết số do cạnh của nó. 

Trong AACCị vuông tại c, ta có: 

C,A 2 = AC 2 + c,c 2 = AB 2 + Bơ + c,ơ = 3a 2 o 27 = 3a 2 o a = 3cm. 

Khi dó, hình lập phương ABCDA|BịCịD| có: 

• Diện tích xung quanh: S xq = 4a 2 = 4.3 2 = 36cm 2 . 

■ Diện tích toàn phán: s,p = 6a 2 = 6.3 2 = 54cm 2 . 

■ Thể tích: V = a - = 3' = 27cm\ 

e. Học sinh tự làm. 

Bài tập 3. Tham khảo ví dụ 2. 
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IIÌMI LĂNG nụ BÙG 


I. kiến thức co bản 

1. ĐỊNH NGHĨA 


Định nghía: Hmh lăng trụ đứng lù hình có các mật bcn đêu lả những hình 
chữ nhặt. 

Hình bẽn cho ta hình ảnh cua hình lủng n ụ dứng ABCDA|B|CịD|, và ờ dó: 

1. Các điểm A, B, c, D, A„ B„ c„ Dị dược gọi 
là các dinh. 

2. Các đoạn AA|, BB|, CC|, DD| song song với 
nhau và bằng nhau, chúng dược gọi là các cạnh 

. bên. 

3. Các mặt ABBịAị, BCC,B,. CDD,C„ ADDịAị 
là những hình chữ nhật, chúng dược gọi là các 
mật bên. 



D c 


4. Hai mặt ABCD, A,B,C|D, là hai (láy. 

5. Hình lăng trụ này có dáy là tứ giác nến gọi là lủng trụ tứ giác. 

Như vậy: 

■ Mình hộp chừ nhật hình lập phương cung là nhùng hình lăng 
trụ. 

Hình lăng trụ đứng có đáy là hình bình hành được gọi là 
hình hộp đứng. 

ĩfaúlụ_l; Cho hình lăng trụ dứng tam giác ABCA.B.C,. 

a. Trong hình lăng trụ đó hãy chí ra những cặp mặt phảng song song với nhau. 

b. Trong hình lảng trụ đó hãy chí ra những cập mật phảng vuông góc với nhau. 

c. Sừ dụng kí hiộu " //"," 1" và " e " (liền vào các ô trong bảng sau: 



AA| 

BB, 

cc, 

AB 

BC 

AC 

A,B, 

B,c, 

A,c, 

(ABC) 







— 


(A,B,C,) 










(ABB.A,) 





1111111 
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a. Ta chỉ có (ABC) // (AịBịCị). 
h. Ta có: 

• (AAịBịB), (BBịCịC), (AA,C,C) cùng vuông góc 
với (ABC). 

■ (AA,B|B). (BB,C,C). (AAịCịC) cùng vuông góc 

với (A|B|C,). 

• 5 ' 

c. Ta có: 




AA, 

BB, 

cc, 

AB 

BC 

AC 

A,B, 

B,c, 

A,c, 

(ABC) 

1 

1 

1 

€ 

6 

e 

// 

// 

MM 

1 ■ 

1 

1 

1 

// 

// 

II 

6 

€ 

m 

(ABB|A|) 

E 

e 

// 

6 

.,iắ 

e 



2. CÔNG THÚC TÍNII DIỆN TÍCH, THỂ TÍCH 


V Diện tích xung quanh cùa hình lâng trụ dứng bằng chu vi đáy nhân chiều 
cao. 


Như vậy, ta có: S xq = 2p.h 
trong đó: 


■ p là nửa chu vi đáy. 

■ lì là chiéu cao. 


Diện tích toàn phần cùa hình lâng trụ dứng bưng tổng diện tích xung quanh và 
diện tích hai dợy. 

Như vậy, ta có: S lp = S Mị + 2S Jil> . 

Thê tích của hình lảng trụ đứng hằng diện tích dáy nhân với với chiểu cao. 

Như vậy. ta có: V = s.h. 


trong đó: 

■ s là diện tích đáy. 

• h là chiều cao. 

Thí du 2: Cho hình lăng trụ dứng 
ABCDA|B|C,D, có đáy ABCD là hình thang 

vuông (Ả = D = 90"), AB = 6cm, CD = 2cm, 
AD = 3cm và AA| = 5cm. Tính diện tích một 
đáy, diện tích xung quanh, diện tích toàn phần và 
thế tích của hình lãng trụ. 
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Gtcii 


Xét hình thang ABCD, ha C11 vuông góc với AB, ta có: 
CH = AD = 3cm. 

BI ỉ = AB - AH = AB - CD = 4cm. 

Trong AHBC vuông tại H. ta có: 


1 ) c 



B 


Bơ = BH 2 + Cl I 2 = 4 : + .V = 25 Ci> BC = 5cm. 

Khi dỏ, ta lẩn lượt có: 

■ Diện tích một đáy: s ltv = (AB + CD).AD = í6 + 2).3 = 24cnr\ 

■ Diện tích xung quanh: S Uj = (AB + BC + CD + DAỉ.AAị 

= (6 + 5 + 2 + 3).5 = KOcrrr. 

■ Diện tích toàn phán: S 1( , = S U| + 2Sjã > - 80 + 2.24 = 128cm 2 . 

■ Thế tích: V = S llilv .h = 24.5 = 120cm\ 

II. CÁC Ví DỤ MINH hoa 


Ví du 1: Cho hình láng trụ đứng ABCDAịB C,D: có đáy ABCD là hình thang 
cân (AB// CD) có AC vuông góc với BD. 

a. Đường tháng BD và AịC có cát nhau khổng ? Vì sao ? 

b. Dường tháng AD song song với những mặt phảng nào ? 

c. Đường thảng AC vuông'góc với những mạt phảng nào ? 

d. Trong hình lăng trụ dó hã\ chi ra những cặp mạt phàng song song với nhau. 

e. Trong hình lãng trụ dó hây chi ra những cạp mạt phang vuông góc với nhau. 

Giải 

a. Đường thảng BD và A|C không cắt nhau, bởi lúa *A 
chúng cắt nhau thì 

4 điểm B, c, D, A| cùng thuộc một mặt p'K;ng 
A| 6 (BCD) < > A| G (AB('D), mâu thuan. 

b. Ta có: 

AD//A.D, € (AịBịC,!),) o AD// (A|B,CịD|). 

AD//A.D, e (A,D,B) > AD // ( AịDịB). 

AD//A.D, € (A|D|C) => AD // (A|D|C). 

Vậy, có 3 mặt phảng (Aịĩ^CịDị), (AịDịB), (AịDịO song song với AD. 

ÍAC1BD 

c. Ta có: ị ~ => AC 1 (BBịDịD). 

Ịacibb, 

Vậy, có duy Iihât mặt phảng (ĐB|D|D) vuông góc với AC. 

d. Ta có các cạp mặt phảng song song vói .nhau là: (ABCD) // (AịBịCịDị), 
(ABB l A 1 )//(CDD,cj. 

e. Dựa trên tính chát cùa hình lăng trụ dứng ta có ngay các mặt phảng vuông 
góc với hai đáy (ABCD) và (AịBịCịDi) là: (AAịBịB), (BB,C|C), (CC^DiD), 
(AAịDịD), (AAịCịC), (BDDịB,). 

Mặt khác: 


A,_ 






/ 



D, 

c, 

A 




\ 


7 


B 


D 


c 
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■ Vì AC 1 (BB|DịDJ nên các mặt phảng chứa AC đều vuông góc với mạt 
phảng (BB,D|D), do dó ta có: (ACC|A,) 1 (BBịDịD), (ACBị) 1 (BBịD,D), 
(ACDị) 1 (BBịDịD). 

■ Vì BD 1 (ACCịA,) nên các mặt phảng chứa BD đều vuông góc với mặt 
phảng (ACCịAị), do đó ta có: (BDDịBị) 1 (ACCịAị), (BDAị) 1 (ACCịA,), 
(BDCdKAOC.A,). 

■ Vì A|C, 1 (BB,D|D) nên các mặt phẳng chứa AịC| đều vuông góc với mặt 
phảng (BB,D,Dh do đó ta có thêm: 

(A,C,B) 1 (BB|D|D), (A,C,D) 1 (BBịDịD). 

■ VI B|D, 1 (ACC,A|) nên các mật phẳng chứa BD đều vuông góc với mặt 
phảng (ACC,A|), do đó ta có thêm: 

(BịDịA) 1 (ACCịAị), (B,D,C) 1 (ACC.A,). 

Ví du 2ị Cho hình lăng trụ tam giác đều ABCAịBịC, có các cạnh bằng a. 
a. Tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phần và thể tích của hình lảng trụ. 


b. Tính ti sô diện tích cùa hai tam giác AABC và AAịBC. 
Giải 

a. Ta lần lượt có: 

■ Diện tích xung quanh: S xq = (AB -I- BC 4* CA).AA, 

= (a + a + a).a = 3a 2 . 

■ Diện tích toàn phần: s, p = S xq + 2S dáy 


= 3a 2 4- 2. 


a 2 >/3 A , a 2 V5 


= 3a 2 + 



B, 


B 


Thể tích: V = s dáy .h = .a = 


4 4 

b. Gọi M là trúng diém của BC. 

. Trong AAịBC, ta có: A|M 2 = A,c 2 - BM 2 = A|A 2 + AC 2 - BM 


, ; , a 2 _ 7a 2 _ A .. _ aự7 
= a + a - — = r— o A,M = —— 


Ta có: S. A|HC = -Ị-A,M.BC= ị.“-a= - . 
AA|HC 2 2 2 4 


V7 


a 


s 


Khi đó: |mbc = _4_ = T 

^AA|BC a v7 
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III. CẢU HOI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hỏi 1: Phát biếu dinh nghĩa hình làng trụ đứng. 

Câu hỏi 2: Nêu công thức tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phần, thể 
tích cua hình lãng tru dứng. . 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Cho hình lăng trụ dứng ABCDAịBịCịD, có dáy ABCD là hình thang 
vuông (Â = D = 90°) . 

a. Hai mặt phảng (AAịDịD) và (BBịCịC) có cắt nhau không ? Vì sao ? 

b. Đường thảng AD song song vói những mặt phảng nào ? 

c. Đường thảng AD vuông góc vói những mặt phàng nào ? 

d. Trong hình lăng trụ đó hãy chí ra những cập mặt phảng song song với nhau. 

e. Trong hình lăng trụ đó hãy chi ra những cập mật phảng vuông góc với nhau. 

Bài tập 2. Cho hình lãng trụ dứng tam giấc ABCAịBịCị, có ABC là tam giác 
vuông tại B. 

a. Trong hình làng trụ đó hãy chi ra những cặp mật phàng song song với nhau. 

b. Trong hình lãng tru đó hãy chi ra những cặp mật phảng vuông góc với nhau. 

c. Sử dụng kí hiệu " //" và " 1" điền vào các ò trong bảng sau: 



AA, 

BB, CC, 

AB 

BC 

AC 

A,B, 

B,c, 

AịC 1 , 

(ABC) 





■> 




(A|B|C|) 


_ 







(ABB.Ạ,) 










Bài tập 3. Cho hình làng trụ dứng AHCDAiRịCịOị có dáy ABCD là hình thang 

vuông (Â = D = 90°), AB = 12cm, BC = lOcm. CD = 4cm và AA, = 6cm. Tính 
diện tích một đáy, diện tích xung quanh, diên tích toàn phần và thể tích của hình 
lảng trụ. 

Bài tập 4. Cho hình lăng trụ đứng ABCDAịBịQĐị có-đáy ABCD là hình thang cân 
(AB // CD), BC = 4cm. CD = 6cm, RẢD = 60° và AA| = 4cm. Tính diện tích một 
đáy, diện tích xung quanh, diện tích toàn phần và thế tích của hình lãng trụ.. 

Bài tập 5. Cho hình láng trụ tam giác đều ABCA|B|C, có các cạnh bàng 3cm. 

a. Tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phần và thế tích cùa hình lãng trụ. 

b. Tính tỉ số diện tích cùa hai tam giác AABC và AAịBC. 

V. HƯỚNG DẨN - ĐÁP SỐ 

Bài tập 1. Tham kháo vi dụ ỉ. ' • 
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Bài tập 2. 

a. (ABC) // (A|B|C|). 

b. Ta có: 

■ (ABC) vuông góc với các mặt phẳng: 

(AAịB.BK (BB.C.C), (AA,C,C). 

■ (AịBịC,) vuông góc với các mặt phảng 
(AA.B.B), (BBịCịC), (AA.C.C), 

• (AAịBịB) 1 (BB|C|C) 

c. Ta có: 



AA, 

BBị 

cc, 

AB 

BC 

AC 

A|B| 

B,c, 

AịCị 

(ABC) 

1 

1 

1 




// 

// 

// 

(A,B,C,) 

1 

1 

1 

// 

// 

// 




(ABB|A|) 


' 

// 


1 


- 

1 

L 



Bài tập 3. Tham khào thí chi 2. 
Bàỉ tập 4 Học sinh tự lủm. 

Bài tập 5. Tham kháo ví dụ 2. 




nìỉvn CHÓP ĐỀU 


I. KIẾN THỨC cơ BẢN 


1. HÌNH CHÓP ĐIỂU 


Định nghĩa : Hình chóp lả hình có mặt dáy ỉà một da giác và cúc mật bên lù 
các tam giác có chung đỉnh. 

Hình bên cho ta hình ảnh của hình chóp S.ABCD, 


và ờ đó: 

1. Điểm s được gọi là dinh của hình chóp. 

2. Các đoạn SA, SB, sc, SD được gọi là các cạnh bén 
cùa hình chóp. 

3. Các tam giác SAB, SBC, SCD, SAD được gọi là 
các mật bên cùa hình chóp. 

4. Mặt ABCD là đáy của hỉnh chóp. 
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A 


5. i lình chóp này có đáy la tứ giác nên gọi la liiiih ( hóp lử giác. 

Định nghĩa: Hình chóp đêu là hình chóp có dáy lủ một (ỉa giác đêu, các tìiặt 
bén lù cúc lam giác cân bằng nhau có chung dinh. 

ỉ lình bén cho ta hình ánh cua hình chóp tam giác dcu s ABC, và ớ đó: 

1. Điếm s dược: gọi là dinh cùa hình chóp. 

2. Các đoan SA, SB. sc bàng nhau được gọi là các 
cạnh bên cua hình chóp. 

3. Các tam giác SAB, SBC, SAC là các tam giác cân 
dinh s, chúng dược gọi là các mặt bêu của hình 
chóp. 

4. ABC là một tam giác déii và nó dược gọi la dấy của hình chóp. 

5. Đoạn SM (với M là trung diêm cua AB) dược gọi là trung đoạn. 

6 . Đoạn so (với o là tám cua đáy ABC) dược gọi là dường cao. 

6 . Hình chóp này có dáv là tam giác nên gọi là hình chóp tam giác dêu. 

Thí du 1: Cho hình chóp tứ giác dều SABCD, gọi o là giao diêm của AC và BD. 

a. Chứng minh rằng so 1 ( ABCD). 

b. Chứng minh ràng (SAC) 1 (SBD). 

Giải 

a. Ta lán lượt có: 

■ Trong ASAC, ta có: SA = S(' <=> ASAC cân tại s 

=> SO 1 AC (1) 

■ Trong ASBD, ta cỏ: SB = SD o YSBỈ) cân tại s 

=>SO±BD. (2) 

Từ (1), (2) suy ra SO 1 (ABCD). 

b. Từ kết quả câu a), ta có: so 1 AC. (3) 

Mật khác, vì ABCD là hình vuông nên: BD L AC. (4) 

Từ (3) và (4) suy ra: (SBD) 1 AC € (SAO ro (SAC) 1 (SBD). 

2. CỔNG THỨC TÍNH DIỆN TÍCH. THỂ TÍCH 



Diện tích xung quanh của hình chóp déu bằng tích cùa nửa chu vi với 
trung đọan. 

Như vậy, ta có: S Kq = p.d 
trong đó: 

■ p là nửa chu vi đáy. 

■ d trung doạn. 
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Diện tích toàn phần của hỉnh chóp đều bằng tổng diện tích xung quanh và diện 
tích đáy. 

Như vậy, ta có: S,p = S xq + Sdiy. 

Thẻ tích của hình chóp đêu bằng một phần ba tích của diện tích dầy nhán với với 
chiểu cao. 


Như vậy, ta có: V = “ s.h. 

trong đó: . s là diện tích đáy. 

• h là chiều cao. 

Thí du 2: Cho hình chóp tam giác đều S.ABC cỏ các mặt bên là những tam giác 
đều, AB = 4cm và o là trọng tâm. Gọi M là trung điểm BC. 

a. Tính độ dài các doạn thảng so, SM. 

b. Tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phần và thể tích của hình chóp. 

Giải 

a. Nhận xét rằng: SA = SB o ASAB cân tại s => SM 1 AB. 


Trong ASMA vuông tại M, ta có: 

SM 2 = SA 2 -AM 2 = 4 2 - 2 2 = 12 » SM = 2-^3 cm. 

Trong ASOA vuông tại o, ta có: s 



s íq = Ì(AB+BC + CA).SM = A(4 + 4 + 4).2n/ 5 = l2V3cm 2 . 

2 ‘2 V 


■ - >■ Diện tích toàn phần: s,p = S XM + S dáy = 12 \Ỉ3 + 4 \JĨ =16 >/3 cm 2 . 

■ Thể tích: v=i -s^.h = 1 S AABC .SO = i .4 s. ^ cm\ 

II. CÁC VÍ DỤ MINH HỌA 

Ví du Jl Cho hình chóp tứ giác đểu SABCD có chiều cao h và cạnh dáy bàng a. 

Gọi M, N theo thứ tự là trung điểm của AB và CD. Tim môi liên hệ giữa a và h 
. để ASMN là tam giác đều. 
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Giải 


s 



Trong ASMN, ta có: MN = BC = a 

do đó, để ASMN là tam giác dều diều kiện là: 

„„ _ MNsỉĩ . aVã 
SO = ——— oh = —— . 


à\Í3 

Vảy, với h = thì ASMN là tam giác đều. 


Ví du 2: Cho hình chóp tứ giác đều SABCD có chiểu cao 15cm và thể tích là 
1280cm\ 

a. Tính độ dài cạnh đáy. b. Tính diện tích xung quanh. 

Giải 

a. Gọi a là độ dài cạnh đáy của hình chóp tứ giác dều SABCD 
Từ giả thiết, ta có: V = i Sjiy.il = ^ a 2 .15 = 5a 2 = 1280 

<=> a = 16cm. Vậy, độ dài cạnh đáy a = 16cm. 

b. Gọi M là trung điểm BC, ta có: 

s„,’= p.d = - (AB + BC + CD + DA).SM = 32SM. 



Gọi o là giao diêm cùa AC và BD, ta có: OM = i AB = 8cm . 

2 * 

Trong tam giác vuông SOM ta có: 

SM 2 = SO 2 + OM 2 = 15 2 + 8 2 = 289 oSM= 17cm. 

Khi đó, ta được; S xq = 32.17 = 544cm 2 . 

Vậy, diện tích xung quanh hình chóp bằng 544cm 2 . 

III. CÀU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hói 1: Phát biểu định nghĩa hình chóp đểu. 

Câu hỏi 2: Nêu công thức tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phần, thể tích 
cùa hình chóp đều. - , * 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Cho hình chóp tam giác đều SABC có cạnh đáy và cạnh bên đều bằng a. 
Tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phần và thế tích cúa hình chóp. 
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Bài tập 2. Cho hình chóp tam giác đểu SABC cố các mật bên là các tam giác đểu. 

Gọi o là trọng tám AABC, biết OA = V3 . Tính diện tích xung quanh, diện tích 
toàn phần và thê tích của hình chóp. 

Bài tập 3. Cho hình chóp tam giác đều SABC có chiều cao bàng a và thể tích 
bằng 3a\ 

a. Tính dộ dài cạnh đáy. 

b. Tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phần của hình chóp. 

Bài tập 4. Cho hình chóp tứ giác dều SABCD cỏ cạnh đáy và cạnh bén đều bàng a. 
Tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phán và thê tích của hình chóp. 

Bài tập 5. Cho hình'chóp tứ giác đều SABCD có chiểu cao bàng a và thể tích bằng 
3a\ 

a. Tính độ dài canh đáy. 

b. Tính diện tích xung quanh,'diện tích toàn phán của hình chóp. 

Bài tập 6. Cho hình chóp lục giác đểu SABCDPT có cạnh đáy và cạnh bên đều bang 
a. Tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phần và thế tích cùa hình chóp. 

Bài tập 7. Cho hình chóp lục giác đều SABCDPP có chiều cao bàng a và thế tích 
bàng 18a\ 

a. Tính độ dài cạnh đáy. 

b. Tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phân cùa hình chóp. 

Bài tập 8. Cho hình hộp chữ nhật ABCDAịB|C,D, có AB = BC = 5cm, 

AA, = 6cm. Gọi o là giao diêm của A|C| và B|D|. 

a. Tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phần và thê tích của hình hộp chĩ 
nhật. 

b. Tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phần và thê tích cua hình chỏf 
OABCD. 

Bài tập 9. Cho hình chóp tam giác déu S.ABC, gọi o là trọng tàm cua AABC. 

a. Chứng minh ràng so 1 (ABC). b. Chứng minh rằng (SAO) 1 (SBC). 
V. HƯỚNG DẨN - ĐÁP SỔ 
, Bài tập 1. Tham khào thi dạ 2. 

Bài tập 2. Tham kluio thí dạ 2. r 
Bài tập 3. Tham khảo thí dạ 2. 

Bài tập 4. Tham khảo vi dụ I. 

Bài tập 5. Tham khảo ví dụ I. 
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IIÌMI CHÓP CỤT BỂU 


KIẾN THỨC CO BẢN 


1. ĐỊNH NGHỈA 

Định nghĩa : cất một hình chóp (lén hằng một mặt phang song song với 
đáy, phần hình chóp nằm giữa mật phẳng dó và mật phung dúy !à một 
hình chóp cụt dén. 

Hình bên cho ta hình ánh cua hình chóp 
cụt dĩ'li ABCDAịBịCịDị, và ở đó mỗi 
mặt bên của I1Ó đều là những hình thang 
cân bàng nhau. 

2. CÔNG THỨC TÍNH DIỆN TÍCH, THẾ TÍCH 

Với hình chóp cụt déu , ta cố: 

A B 

a. Diện tích xung quanh: S xq = ^(p + p')d 
trong đó: 

■ p và p' lần lượt là chu hai đáy 

■ (1 là đường cao của mặt bên. 

b. Thể tích: V ih , nLUl =ih.{B+B , + VBB : ) 

trong dó: - B, B’ là diện tích các dáy 
- h là dộ dài dường cao. 

II. CÀU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hỏi 1: Phát biểu dịnh nghĩa hình chóp cụt đều. 

Câu hói 2: Nêu công thức tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phần, thể tích 
cùa hình chóp cụt đều. 

III. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Cho hình chóp tam giác đều SABC có các cạnh bằng a. Gọi A|, Bị, C| 
lán lượt la trung diêm cùa SA, SB, sc. 
a. Chứng tỏ rằng hình ABCAịBịCị là hình chóp cụt dều. 
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b. Tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phần và thế tích của hình chóp cụt 
dều ABCAịBịC,. 

c. Tính tí sò thẻ tích giữa hình chóp cụt đểu ABCAịBịC, và hình chóp SABC. 
Bàỉ tập 2. Cho hình chóp tam giác đếu SABCD có các cạnh bằng a. Gọi Aị, B|, 

C|, Dị lần lượt là trung điểm của SA, SB, sc, SD. 

a. Chứng tỏ rằng hình ABCDAịBịCịDị là hình chóp cụt đều. 

b. Tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phần và thể tích của hình chóp cụt 
đểu ABCDA|BC|D|. 

c. Tính ti sổ thể tích giữa hình chóp cụt đều ABCDAịBịCịDị và hình chóp 
SABCD. 

ÔM TẬP CnUơMG II 

Bài tập 1. Cho hình lập phương ABCD.A|B|C|D|. Hãy chi ra: 

a. Hai dường thảng cát nhau. 

b. Hai dường tháng song song. 

c. Hai đường thảng không cắt nhau va không cùng nàm trên một mặt phảng. 

d. Đường thảng nằm trong mặt phảng. 

e. Đường thảng khống có điểm chung với mật pháng. 

f. Đường tháng cát mặt phảng. 

g. Hai mặt phảng cắt nhau. 

h. Hai mạt phảng không cát nhau. 

i. Hai mật phảng vuông góc với nhau. 

Bài tập 2. Một hình lăng trụ đứng có đáy là tam giác vuông, chiểu cao của lăng 
trụ là 7cm. Độ dài hai cạnh góc vuông của đáy là 3cm và 4cm. Hãy tính: 
a. Diện tích một mặt đáy. b. Diện tích mặt xung quanh, 

c. Diện tích toàn phần. d. Thê tích lãng trụ. 

Bài tập 3. Thể tích của một hình chóp đểu là 126cm\ chiểu cao của hình chóp là 
6cm. Tính diện tích đáy của nó. 

Bài tập 4. Cho hình chóp cụt tứ giác đều ABCD.AịBịCịD, có các cạnh đáy là a và 
2a, chiẻu cao cùa mặt bén là a. 

a. Tính diện tích xung quanh của hình chóp cụt. 

b. Tính độ dài cạnh bén và chiểu cao hình chóp cụt. 

Bài tập 5. Cho hình hộp chữ nhặt ABCD.AiBịCịDị có AB = 4cm, AC = 5cm vồ 
A|C = 13cm. Tính thể tích và diện tích xung quanh của hình hộp chừ nhật dó. 
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Bài lâp 6. Một bê nước hình-hộp chừ nhật, dài 3,9m. Lúc đầu bé khống chứa 
nước. Người ta láp một vòi nước chảy vào bế. mồi phút chảy được 48 lít. Sau 65 
phút mực nước trong bê cao 0.4m. 

a. Tính chiểu rộng của bể. 

b. Người ta cho một vòi vào chảy tiếp 07.5 phút nữa thì dầy bể. Hỏi bê cao bao 
nhiêu ? 

Bài tập 7. Cho hình lập phương DEGH.MNPỌ. Oại o và o, lần lượt là giao điếm 
cua các đường chéo DCì và FF, MP và NỌ. Biết cạnh hình lập phương bàng 
8cm. 

a. rinh diên tích toàn phần và thể tích của hình lập phương. 

b. Tính thể tích cùa hình chóp Oị.DEGF. 

. c. rinh thê tích cùa hình chóp N.DECi. 

Bài tập 8. Cho hình chóp tứ giác đéu S.ABCD có cạnh dáy AB = 8cm, cạnh bên 
SA = 12cm. 

a. Tính chiều cao so rồi tính thể tích cùa hình chóp. 

b. Tính diện tích toàn phần của hình chóp. 
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